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ÛÄÓÀÅÀËÉ

ßÉÍÀ ÓÀÖÊÖÍÉÓ 70-ÉÀÍÉ ßËÄÁÉÓ ÃÀÓÀßÚÉÓÛÉ ÀÙÌÏÜÄÍÉË ÉØÍÀ ÓÒÖËÉÀÃ ÀáÀËÉ ÓÀáÉÓ

ÓÉÌÄÔÒÉÀ - ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÓ ÄÒÈÌÀÍÄÈÛÉ ÂÀÃÀäÚÀÅÓ ÁÏÆÏÍÖÒÉ

ÃÀ ×ÄÒÌÉÏÍÖËÉ ÅÄËÄÁÉ. ßÀÒÌÏÉÛÅÀ ÅÄËÉÓ ÉÓÄÈÉ ÈÄÏÒÉÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÛÉÝ ÁÏÆÏÍÄÁÉ

ÃÀ ×ÄÒÌÉÏÍÄÁÉ ÂÀáÃÍÄÍ ÈÀÍÀÓßÏÒÄÁÉ. ÅÄËÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÌÏÃÄËÄÁÓ

ÀÙÌÏÀÜÍÃÀÈ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÄÁÉÓ ÂÀØÒÏÁÉÓ ÛÄÓÀÍÉÛÍÀÅÉ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÐÉÒÅÄËÀÃ

ÂÀÌÏÜÍÃÀ ÅÄÓ-ÆÖÌÉÍÏÓ ÌÏÃÄËÛÉ. ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÈÄÏÒÉÄÁÛÉ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÄÁÉÓ

ÂÀØÒÏÁÀÌ ÌÀËÄÅÄ ÂÀÌÏÀÝÏÝáËÀ ÂÒÀÅÉÔÀÝÉÉÓ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÈÄÏÒÉÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÌÝÃÄËÏÁÄÁÉ.

ÍÀÐÏÅÍÉ ÉØÍÀ ÅÄËÉÓ ËÏÊÀËÖÒÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÈÄÏÒÉÉÓ ÌÏÃÄËÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÓÀÄÒÈÏÃ

ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉÀ ÖËÔÒÀÉÉÓ×ÄÒÉ ÂÀÍÛËÀÃÏÁÄÁÉÓÀÂÀÍ [1].

ÈÖ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÍÀßÉËÀÊÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,

ÉÓ ÀÖÝÉËÏÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ ÓÐÏÍÔÀÍÖÒÀÃ ÃÀÒÙÅÄÖËÉ, ÒÀÃÂÀÍ ÆÖÓÔÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÁÏÆÏÍÄÁÉ ÃÀ ×ÄÒÌÉÏÍÄÁÉ ÖÍÃÀ ÉÚÅÍÄÍ ÌÀÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ,

ÒÀÝ ÀÒ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÓÉÍÀÌÃÅÉËÄÓ. ÉÄÒÀÒØÉÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÂÀÃÀÓÀàÒÄËÀÃ

ßÀÌÏÉàÒÀ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÉÃÄÀ, ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ ÉÃÄÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ (ÓÖÓÉ) ÓÐÏÍÔÀÍÖÒÉ

ÃÀÒÙÅÄÅÉÓÀ. ÀÌ ÊÏÍÔÄØÓÔÛÉ ÐÉÒÅÄËÀÃ ÅÉÔÄÍÌÀ [2], ÊÖÐÄÒÌÀ ÃÀ ×ÒÉÃÌÀÍÌÀ [3]

ÂÀÌÏÉÊÅËÉÄÓ ÓÖÓÉ-Ó ÃÀÒÙÅÄÅÀ ÓÀÓÒÖËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÀÍÖ

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÉÓÀÈÅÉÓ (ÓÓÊÌ). ÓÖÓÉ-Ó ÓÐÏÍÔÀÍÖÒÉ ÃÀÒÙÅÄÅÉÓ

ÌÈÀÅÀÒÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ ÛÉÍÀÂÀÍÉ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÓÐÏÍÔÀÍÖÒÉ ÃÀÒÙÅÄÅÉÓÀÂÀÍ ÀÒÉÓ ÓÐÏÍÔÀÍÖÒÉ

ÃÀÒÙÅÄÅÉÓ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ ÈÀÅÉÓÖ×ËÄÁÉÓ áÀÒÉÓáÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ

ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÀÓÄ ÒÏÌ, ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÀ

ßÀÒÌÏÉØÌÍÀ ÅÄËÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ ÓÖÓÉ-Ó ÓÐÏÍÔÀÍÖÒÉ ÃÀÒÙÅÄÅÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÂÀÓÀÒÊÅÄÅÀÃ.

ÌÀÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÒÀÝ ÃÀÉßÚÄÓ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÉÓ (ÓÓÊÌ) ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ

ÀÓÐÄØÔÄÁÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀ, ÝáÀÃÉ ÂÀáÃÀ, ÒÏÌ ÉÓ ÈÀÅÉÓÈÀÅÀÃÀÀ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÃÀ ÀÒÀ

ÌÀÒÔÏ ÒÏÂÏÒÝ ÅÄËÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÌÄÈÏÃÄÁÉÓ ÛÄÌÏßÌÄÁÉÓ ÌÏÃÄËÉ. ÓßÏÒÄÃ ÓÓÊÌ-Ì

ÌÏÂÅÝÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÀÃ ÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÀ ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÄÁÀÃÉÀ

ÁÖÍÄÁÀÛÉ [4].

ÌÄ-20 ÓÀÖÊÖÍÉÓ 80-ÉÀÍ ßËÄÁÛÉ ÂÀÂÄÁÖËÉ ÉØÍÀ ×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÌÀÅËÏÁÀ [5], [6], ÒÏÌÄËÉÝ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÃÀÅÀÌÚÀÒÏÈ

ÀÍÀËÉÔÉÊÖÒÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÀ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÊÅÀÍÔÖÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÓÐÄØÔÒÄÁÓÀ ÃÀ
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ÔÀËÙÖÒ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÉÓ ÌÄÈÏÃÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÄÒÈ-ÄÒÈ ÚÅÄËÀÆÄ

Ä×ÄØÔÖÒ ÌÄÈÏÃÈÀÂÀÍÓ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ

ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÛÉ. ÉÓ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÊÅÀÍÔÖÒ-ÌÄØÀÍÉÊÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÉÓÀÈÅÉÓ,

ÌÏÚÏËÄÁÖËÉ ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÛÒÏÌÄÁÉÃÀÍ [7]. ÉÍ×ÄËÃÌÀ ÃÀ äÀËÌÀ [8] ÂÀÍÀÆÏÂÀÃÄÓ

ÄÓ ÌÄÈÏÃÉ ÃÀ ×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÉÓ ÄØÅÓÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄÓ

ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ×ÀÒÈÏ ÊËÀÓÉ. ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÉÃÄÀÌ

ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ ÌÏÂÅÝÀ Ö×ÒÏ ÙÒÌÀÃ ÂÀÂÅÄÂÏ, ÒÀÔÏÌ ÀÒÉÓ ÆÏÂÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ

ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ [9], ÒÀÌÀÝ ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÌÉÂÅÉÚÅÀÍÀ ÀÒÀÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÊÅËÄÅÉÓ ÀáÀËÉ ÌÞËÀÅÒÉ ÌÄÈÏÃÄÁÉÓ ßÀÒÌÏÛÏÁÀÌÃÄ. ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË

ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÛÉ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ ÓÖÐÄÒÀËÂÄÁÒÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ

ÁÏÆÏÍÖÒ ÃÀ ×ÄÒÌÉÏÍÖË ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÓ (ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÓ). ÓÓÊÌ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ

ÂÀÅÀÄÒÈÉÀÍÏÈ ÏÒÉ ÉÆÏÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÄÒÈ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÌÀÔÒÉÝÖË

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÛÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ­×ÄÒÌÉÏÍÖËÉ­ ÈÀÅÉÓÖ×ËÄÁÉÓ áÀÒÉÓáÉÓ ÛÄÌÏÔÀÍÉÈ.

ÓÖÐÄÒÀËÂÄÁÒÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÉÓ ÖÌÀÒÔÉÅÄÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÖÐÄÒäÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ

ÏÒÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÐÀÒÔÍÉÏÒÉ H(1), H(2) ÖÊÀÅÛÉÒÃÄÁÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÈ -

ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ q± ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÈ

H(1)q+ = q+H(2), q−H(1) = H(2)q−,

ÒÀÝ ÓáÅÀ ÀÒÀ×ÄÒÉÀ, ÈÖ ÀÒÀ ÃÀÒÁÖÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ. ÃÀÒÁÖÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ [10]- ÄÓ ÀÒÉÓ

ÂÀÃÀÓÅËÀ ÄÒÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÃÀÍ ÀáÀËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÔÀËÙÖÒ

×ÖÍØÝÉÄÁÆÄ ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÉÂÉÅÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÈ. ÄÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÍÀÈËÀÃ

ÂÀÌÏÉÓÀáÏÓ ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÚÅÄËÀ ÀáÀËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÌØÏÍÄ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ (ÉÂÉÅÄ ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌØÏÍÄ) ÓÀßÚÉÓÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÌØÏÍÄ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÈ ÃÀ ÀÌÉÓ

ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÉÐÏÅÏÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÒÏÂÏÒÝ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ, ÀÓÄÅÄ ÖßÚÅÄÔÉ

ÓÐÄØÔÒÄÁÉÓ ÊÀÅÛÉÒÉ.

ÃÀÒÁÖÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÉÔÄÒÀÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ×ÏÒÌÀ ÌÏÞÄÁÍÀ ÊÒÀÌÌÀ [11]. ÄÓ

×ÏÒÌÖËÄÁÉ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÏÃÀ ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÛÉ ÂÀ×ÀÍÔÅÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÊÅËÄÅÉÓÀÓ [12]. ÃÀÒÁÖÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀÌ ÌÀÔÒÉÝÖËÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÒÉÂÉÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÄÅÏËÖÝÉÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÓÀÛÖÀËÄÁÀ ÌÏÂÅÝÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÀÓÄÈÉ

ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÉ ÀÒÀßÒ×ÉÅÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÄÁÉÓ ÀÓÀÂÄÁÀÃ ÃÀÌáÌÀÒÄ ßÒ×ÉÅÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

×ÏÒÌÀËÉÆÌÉÓ ×ÀÒÂËÄÁÛÉ (L,A-ßÚÅÉËÉ) [13]. ×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓÀ ÃÀ ÃÀÒÁÖÓ
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ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ

ÅÉÐÏÅÏÈ ÊÀÅÛÉÒÄÁÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÓÐÄØÔÒÄÁÓÀ ÃÀ ÓÀÊÖÈÀÒ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ

ÛÏÒÉÓ, ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [14].

ÃÀÒÁÖÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÍÀÚÏ×ÉÄÒÉ ÀÙÌÏÜÍÃÀ ×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÉÓ

ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÄÈÏÃÉÓ ÊÀÅÛÉÒÉÓ ÂÀÌÏÓÀÊÅËÄÅÀÃ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË

ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÓÈÀÍ. ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ

ÀÂÄÁÉÓÀÓ ×ÒÉÀÃ ÓÀÓÀÒÂÄÁËÏÀ ÓÖÐÄÒÅÄËÉÓ ÌÄÈÏÃÉ [15]. ÄÓ ÌÄÈÏÃÉ ÉÞËÄÅÀ ÓÓÊÌ

ÌÏÃÄËÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÔÉÖË ÒÄÝÄÐÔÓ, ÒÏÂÏÒÉÝÀÀ ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÓÓÊ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ

ÌÀÔÒÉÝÖËÉ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÖÒÈÉÄÒÈØÌÄÃÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ (0+1)-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÓÖÐÄÒÅÄËÄÁÉÈ. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÆÏÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÏãÀáÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÓáÅÀ

ÌÄÈÏÃÄÁÉÝ.

ÐÉÒÅÄËÀÃ ßÒ×ÉÅÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ ÐÏËÉÍÏÌÖÒ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÀÆÄ ÌÏáÃÀ

ÀÍÃÒÉÀÍÏÅÉÓ ÃÀ ÓáÅ. ÌÉÄÒ [16], ÓÀÃÀÝ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÀÃ ÀÙÄÁÖËÉ ÉØÍÀ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÆÏÂÀÃÉ ÓÀáÉÈ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉÚÏ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÏÒÉ

ÊËÀÓÉÓ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ: ÃÀÚÅÀÍÀÃÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÜÀÉßÄÒÏÓ ÏÒÉ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ, ÃÀ ÃÀÖÚÅÀÍÀÃÉ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÀÒ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ Ö×ÒÏ ÌÀÒÔÉÅ ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÆÄ. ÏÒÉÅÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ

ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÀ ÄÒÈÉ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ×ÖÍØÝÉÉÈ ÃÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÀËÂÄÁÒÀ (ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÓ

ÀÍÔÉÊÏÌÖÔÀÔÏÒÉ) ÓÉÓÔÄÌÉÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÌÖÃÌÉÅÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍÉ

ÐÏËÉÍÏÌÉÀ.

ßÒ×ÉÅÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ ÐÏËÉÍÏÌÖÒ (ÀÒÀßÒ×ÉÅ) ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÀÆÄ,

ÒÏÌÄËÉÝ áÏÒÝÉÄËÃÄÁÀ ÌÄÓÀÌÄ ÃÀ Ö×ÒÏ ÌÀÙÀËÉ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÀ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [17]-[21]. ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÀËÂÄÁÒÀ ÛÄÉÝÀÅÓ ÌÄÓÀÌÄ ÃÀ Ö×ÒÏ ÌÀÙÀËÉ ÒÉÂÉÓ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÐÏËÉÍÏÌÄÁÓ. ÏÒÉ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉÓ ÃÀÌÀÊÀÅÛÉÒÄÁÄËÉ ­ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ­

ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÓ ÔÏÅÄÁÓ

ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ 0-ÌÏÃÀÈÀ ÓÉÅÒÝÄÓ. ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÌ ÓÉÅÒÝÉÓ

ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ, ÒÀÝ ÈÀÅÉÓÈÀÅÀÃ ÌÉÖÈÉÈÄÁÓ ÉÌÀÆÄ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÀËÂÄÁÒÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌáÏËÏÃ

ÊÅÀÆÉ-ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÀÍ ÓÀÄÒÈÏÃ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ [22]-[26].

ßÉÍÀÌÃÄÁÀÒÄ ÍÀÛÒÏÌÉÓ ÌÉÆÀÍÉÀ: ÛÄÛ×ÏÈÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÂÀÒÄÛÄ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ

ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÃÀÃÂÄÍÀ, ÀÍ ÊÉÃÄÅ ßÉÍÀÓßÀÒ ÝÍÏÁÉËÉ
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ÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÀÂÄÁÀ. ÀÌ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ

×ÀÒÂËÄÁÛÉ ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÀ ÛÄÉÝÀÅÓ ÀÒÀÒÄËÀÔÉÅÉÓÔÖÒ ÊÅÀÍÔÖÒ ÓÉÓÔÄÌÄÁÓ ÛÏÒÉÓ

ÀáÀËÉ ÃÉÍÀÌÉÊÖÒÉ ÊÀÅÛÉÒÄÁÉÓ ÃÀÌÚÀÒÄÁÀÓ, ÒÀÝ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉÀ ÌÀÈÉ ÉÆÏÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ

ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ, ÀáÀËÉ ÊËÀÓÉÓ ÍÀßÉËÏÁÒÉÅ (ÊÅÀÆÉ) ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÌÏÞÄÁÍÀ,

ÒÏÌÄËÈÀ ÓÐÄØÔÒÉ ÊÏÍÔÒÏËÉÒÃÄÁÀ ÃÉÍÀÌÉÊÖÒÉ ÀËÂÄÁÒÄÁÉÈ. ÀÌ ÊÖÈáÉÈ, ÊÄÒÞÏÃ,

ÉÂÄÂÌÄÁÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ

ÀÂÄÁÀ, ÏÒÉ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ËÏÒÄÍÝÉÓ ÌÄÔÒÉÊÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ

ÚÅÄËÀ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉÓ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ßÚÅÉËÉÓ

ÌÏÞÄÁÍÀ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÙÌÏÜÍÃÄÓ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ. ÓÀÌÉ

ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ ÐÉÒÅÄËÉ

ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÈ ÃÀ ÀÒÀÄÒÌÉÔÖËÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÓÐÄØÔÒÉÓ ÌØÏÍÄ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ

ÀÂÄÁÀ.

ÍÀÛÒÏÌÉÓ ÓÔÒÖØÔÖÒÀ ÀÓÄÈÉÀ: ÛÄÃÂÄÁÀ ÛÄÓÀÅËÉÓÀ ÃÀ ÓÀÌÉ ÈÀÅÉÓÀÂÀÍ, ÒÏÌËÄÁÛÉÝ

ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÖËÀÃ ÀÒÉÓ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖËÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ

ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ ÄÒÈÉ, ÏÒÉ ÃÀ ÓÀÌÉ ÓÉÅÒÝÖËÉ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÀÒÀÒÄËÀÔÉÅÉÓÔÖÒÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ

ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÈÉÈÏÄÖË ÈÀÅÛÉ ÌÉÙÄÁÖËÉÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÏÒÉÂÉÍÀËÖÒÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ.

ÍÀÛÒÏÌÉÓ ÁÏËÏÓ ÌÏÚÅÀÍÉËÉÀ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÉÓ ÍÖÓáÀ.

ÐÉÒÅÄËÉ ÈÀÅÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÍÀßÉËÉ ÌÉÌÏáÉËÅÉÈÉ áÀÓÉÀÈÉÓÀÀ. §1.1 ÃÀ §1.2-

ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ (ßÒ×ÉÅÉ) ÃÀ ÀÒÀÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ

(ÐÏËÉÍÏÌÉÀËÖÒÉ) ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÉÓ ÝÍÏÁÉËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ. §1.3-ÛÉ

ÂÀÍáÉËÖËÉÀ ÀÃÉÔÉÖÒÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÀ ÃÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓÀÈÅÉÓ

ÀÌ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÃÀ ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÚÅÄËÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ [9]-

[29]. ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÏÒÉ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ H(1) ÃÀ H(2) ×ÏÒÌÀ

ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉÀ, ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÀ:

H(2)(x, a0) = H(1)(x, a1) +R(a1),

ÓÀÃÀÝ a1 = f(a0); a0, a1 ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÀ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÃÉÀÍ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÛÉ; R(a1) ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ x-ÆÄ.

ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ÝÍÏÁÉËÉ, ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÌÉÄÊÖÈÅÍÄÁÉÀÍ

ÓßÏÒÄÃ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÔÉÐÉÓ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖË ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ [30]. §1.4-ÛÉ

ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ ÀÃÉÔÉÖÒÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÀ ÀÒÀÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ,

ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÈ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÃÒÏÓ. ÌÉÙÄÁÖËÉÀ ÀÌ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ
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ÐÉÒÏÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ,

ÒÏÌ ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÆÏÂÀÃ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÌÏÉáÓÍÀÓ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖË

×ÖÍØÝÉÄÁÛÉ. ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÀÓÉÌÐÔÏÔÖÒÉ ØÝÄÅÀ

ÖÓÀÓÒÖËÏÁÀÓÀ ÃÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ. ÀÌÏÝÀÍÀÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ

ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÊÄÒÞÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÆÄÌÏÈ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ-

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÓÀáÉÈ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ,

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ. ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÏÒÉÂÉÍÀËÖÒÉÀ ÃÀ

ÂÀÌÏØÅÄÚÍÄÁÖËÉÀ ÍÀÛÒÏÌÛÉ [31].

ÌÄÏÒÄ ÈÀÅÉ ÄÞÙÅÍÄÁÀ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÓ. §2.1-ÛÉ

ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÌÄÈÏÃÉ [32]-[36],

ÒÀÝ ÈÀÅÉÓ ÈÀÅÛÉ ÂÖËÉÓáÌÏÁÓ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÉÆÏÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ

ßÚÅÉËÉÓ ÀÂÄÁÀÓ Ä. ß. ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÒÏÝÀ

q± ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÔÏÒÄÁÉÀ, ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉ ÛÄÉÝÀÅÄÍ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÃÉ ÝÅËÀÃÄÁÉÈ ÃÄÊÀÒÔÄÓ ÀÍ

ÐÏËÀÒÖË ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÛÉ, ÃÀ ÀÌÉÔÏÌÀÝ ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÜÅÄÍÉ ÂÀÍáÉËÅÉÓ ÉÍÔÄÒÄÓÓ.

ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÖÊÅÄ ÀØ ÌÑÙÀÅÍÃÄÁÀ ÞÉÒÄÖËÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÃÀ

ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ,

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÀËÂÄÁÒÀ (ÀÍÔÉÊÏÌÖÔÀÔÏÒÉ) ÀÙÀÒ ÉÞËÄÅÀ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÐÏËÉÍÏÌÓ,

ÀÒÀÌÄÃ ÌÀÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÃÉÍÀÌÉÊÖÒÉ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓÈÀÍ. ÀÍÖ,

ÓáÅÀÍÀÉÒÀÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ÉÆÏÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ßÚÅÉËÉÓ ÀÂÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃÀÀ

ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÏÒÉÅÄ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÓÈÀÍ.

ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÍÀÁÉãÓ

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÈ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ-ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÀÃ. ÒÏÂÏÒÝ ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ

ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ ÌÈËÉÀÍÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÅÓ ÌÄÔÒÉÊÉÓ ×ÏÒÌÀÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÛÉ ÃÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ

ÀØÄÃÀÍ, ÂÀÒÃÀØÌÍÀ ÉÚÏ×À ÏÈá ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË ÊËÀÓÀÃ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÐÉÒÅÄËÉ ÏÒÉ,

ÄÓÀÀ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓáÅÀ ÌÖÃÌÉÅÉ ÌÄÔÒÉÊÉÈ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.

ÌÏÚÅÀÍÉËÉÀ ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÛÄÃÂÄÁÀ ÄØÅÓÉ ÀÒÀßÒ×ÉÅÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓÀÂÀÍ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÓÀÌ

ÓÀÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÏ ×ÖÍØÝÉÉÓÀ ÃÀ ÏÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓÀÈÅÉÓ. ÆÏÂÀÃÉ ÓÀáÉÈ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ

ÀÌÏáÓÍÀ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ. [34], [35] ÍÀÛÒÏÌÄÁÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÀÙßÄÒÉËÉÀ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÉ,

ÒÏÃÄÓÀÝ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÀÌÏáÓÍÀ ÃÀ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÜÀßÄÒÀ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ.
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§2.2 ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈ ÞÉÒÉÈÀÃ ÛÄÃÄÂÓ. ÌÀÓÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ

ËÏÒÄÍÝÉÓ ÌÄÔÒÉÊÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏáÓÍÀ.

ÀÃÒÄÖË ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [36],[37] ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÀ, ÒÏÌ ÆÄÌÏÈ ÍÀáÓÄÍÄÁÉ ÄØÅÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÀÍÉ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÄÒÈ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ, ÒÏÌËÉÓ ÌáÏËÏÃ ÒÀÌÏÃÄÍÉÌÄ ÊÄÒÞÏ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÉØÍÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ

[39], [32]-[36], áÏËÏ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÃÀ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ

ÓÀÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÏ ×ÖÍØÝÉÀ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ ÜÀÉßÄÒÄÁÉÀÍ ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÈ. ÓÀÁÄÃÍÉÄÒÏÃ, ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÒÏÌ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÉÓ

ÛÄÌÃÄÂ ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÀØÀÌÃÄ ÝÍÏÁÉË ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ

[40]. ÓÀÁÏËÏÏÃ, ÀÌÏÝÀÍÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÄÒÈÉÃÀÍ ÌÄÏÒÄ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÆÄ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÄÒÈÉ ÝÅËÀÃÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ

ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ. ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÉáÓÍÄÁÀ ÁÏËÏÌÃÄ

ÃÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ÞÉÒÉÈÀÃÛÉ ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÉÀÍ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ, áÏËÏ

ÆÏÂÉÄÒÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÅÄÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ.

§2.3-ÛÉ ÌÏÚÅÀÍÉËÉÀ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÓÒÖËÉ ÓÉÀ. ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ

ÉÚÏ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÌÀÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÓ ÂÀÀÜÍÉÀÈ ÌÄÏÈáÄ ÒÉÂÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÃÀ ÀÌ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃ ÓÉÓÔÄÌÄÁÓ. ÆÏÂÉÄÒÈÉ

ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÃÀÍ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÀ, áÏËÏ ÆÏÂÉÒÈÉ ßÚÅÉËÉÓÀÈÅÉÓ

ÄÒÈ-ÄÒÈ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÛÉ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀ, ÌÀÛÉÍ ÒÏÝÀ ÌÄÏÒÄ

ÐÀÒÔÍÉÏÒÛÉ ÉÂÉÅÄÓ ÀÃÂÉËÉ ÀÒÀÀ ÀØÅÓ.

ÉÓÄÈÉ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÄÁÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ

ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÍÀßÉËÏÁÒÉÅ ÀÍ ÌÈËÉÀÍÀÃ

ÀÌÏáÓÍÀÓ, ÃÉÃÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÀØÅÓ ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÛÉ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ

ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÀÌÏáÓÍÉÓ ÌáÏËÏÃ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÌÄÈÏÃÉ: ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÉÈ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÃÀÚÅÀÍÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ

ÀÌÏÝÀÍÀÈÀ ßÚÅÉËÆÄ [41].

§2.4-ÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÍÀßÉËÉ ÄÈÌÏÁÀ ÆÏÂÀÃÉ ×ÏÒÌÉÈ ÉÌÉÓ ÃÄÌÏÍÓÔÒÉÒÄÁÀÓ, ÈÖ ÒÏÂÏÒ

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÍÀßÉËÏÁÒÉÅÉ ÀÍ ÌÈÄËÉ

ÓÐÄØÔÒÉÓ ÐÏÅÍÀ, ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÀÙÌßÄÒ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÛÉ ÀÃÂÉËÉ

ÀÒÀ ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÂÀÂÄÁÉÈ. ÀÌÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ Ä.

ß. ÝÅËÀÃÈÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÍÝÀËÄÁÀ [36] ÃÀ ÌÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ

ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÛÉ H(1) ÃÀ H(2) ÝÅËÀÃÄÁÉ ÀÒ ÉÚÏ×À, ÌÀÂÒÀÌ ÉÚÏ×À

8



ÓÖÐÄÒÌÖáÔÛÉ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ËÏÒÄÍÝÉÓ ÌÄÔÒÉÊÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ ÝÅËÀÃÈÀ

ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓÀÈÅÉÓ,

ÒÀÝ ÌÉÉÙßÄÅÀ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÓÂÀÅÓÄÁÉÓ (ÀÒÀÖÍÉÔÀÒÖËÉ) ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ.

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÏÄÁÓ, ÒÏÌ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÍÖË ÌÏÃÀÈÀ ÓÉÅÒÝÉÓ ÐÏÅÍÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ

ÏÒÉ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÆÄ. ÉÌÉÓ ÃÀ ÌÉáÄÃÅÉÈ

ÈÖ ÒÏÌÄËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ ÉáÓÍÄÁÀ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉËÀÐÀÒÀÊÏÈ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÍÀßÉËÏÁÒÉÅ ÀÌÏáÓÍÀÆÄ, áÏËÏ ÆÏÂÉÄÒÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÀÆÄÝ ÊÉ.

ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÈÅÉÓÄÁÀ:

ÍÖË ÌÏÃÄÁÉÓ ÓÉÅÒÝÄ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÒÀÝ ÐÉÒÏÁÀÀ

ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÉÚÏÓ ÊÅÀÆÉ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ [42]-[47], áÏËÏ ÆÏÂÉÄÒÈ

ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÝ ÊÉ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÝÅËÀÃÈÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ

ÂÀÍÝÀËÄÁÉÓ ÆÄÌÏÈ ÀÙßÄÒÉËÉ ÆÏÂÀÃÉ ÓØÄÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÀÓ ßÉÍÀ

ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÚÅÄËÀ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓÀÈÅÉÓ. ÐÀÒÀÂÀÒ×ÉÓ ÁÏËÏÓ ÊÏÍÊÒÄÔÖË

ÌÀÂÀËÉÈÆÄ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ ÒÏÂÏÒ ÌÖÛÀÏÁÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÍÝÀËÄÁÀ.

ÌÄÓÀÌÄ ÈÀÅÉ ÄÞÙÅÍÄÁÀ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ, ÏÓÝÉËÀÔÏÒÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ×ÏÒÌÀ

ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÀÂÄÁÀÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÈ. §3.1-

ÛÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÃÀ ÆÏÂÀÃÉ ÓÀáÉÈ ÀÌÏáÓÍÉËÉÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ, ÒÏÌ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ

ÄÒÈÉ ÃÀ ÏÒÉ ÝÅËÀÃÉÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ãÀÌÆÄ, ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ

ÃÀ ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÓ ÀÒ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÝÅËÀÃÈÀ

ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÃÂÉËÉ ÀÒ äØÏÍÃÄÓ ÌáÏËÏÃ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,

ÌÀÂÒÀÌ ÌÀÈÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÀÒÀ ÄÒÌÉÔÖËÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÓÐÄØÔÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉÀ ÃÀ

ÄÊÅÉÃÉÓÔÀÍÝÉÖÒÉ.

§3.2-ÛÉ ÃÀßÅÒÉËÄÁÉÈÀÀ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÀÓÄÈÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÖÒÈÉÄÒÈØÌÄÃÄÁÉÈ. ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÒÏÌ ÄÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ

ÌÀÓÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÝÅËÀÃÄÁÉÓ ÌÀÒÔÉÅÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ ÆÖÓÔÀÃ ÄÌÈáÅÄÅÀ

[48]-ÛÉ ÌÉÙÄÁÖË äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÓ, ÓÀÃÀÝ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ áÏÒÝÉÄËÃÄÁÀ

ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÌáÏËÏÃ ÉÌ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓÀÀ. ÀÌÀÓ ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÉÌÀÓÈÀÍ, ÒÏÌ ÄÒÈÉÃÀÉÌÀÅÄ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÏÒÉ ÃÀÁÀÃÄÁÉÓÀ ÃÀ ÏÒÉ ÂÀØÒÏÁÉÓ ÏÐÄÀÒÔÏÒÉ- ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ

ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ. ÀÂÄÁÖËÉÀ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ

ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ, áÏËÏ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ
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ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÍÀÐÏÅÍÉÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÂÆÉÈ - ÃÀÁÀÃÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ

ÞÉÒÉÈÀÃ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀÆÄ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÈ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÓÉÓÔÄÌÉÓ

ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀÓ.

ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÄÄÁÉÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀ ÌÉÖÈÉÈÄÁÓ ÉÌÀÆÄ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÄÁÉ. §3.3-ÛÉ ÂÀØÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÃÀÁÀÃÄÁÉÓ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÄÁÉÈ ÀÂÄÁÖËÉÀ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÏÒÉ

ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ, ÄÒÈÉ ÌÄÓÀÌÄ ÃÀ ÄÒÈÉÝ ÌÄÏÈáÄ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ.

ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ, ÄÒÌÉÔÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÉÓ ÊÏÍÔÄØÓÔÛÉ, ÀÓÄÈ ÓÉÔÖÀÝÉÄÁÓ ÄßÏÃÄÁÀ

ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÀÃ ÓÖÐÄÒÉÍÔÄÂÄÒÄÁÀÃÉ [49] ÃÀ ÀÓÄÈ ÓÉÓÔÄÌÄÁÛÉ ÀÖÝÉËÄÁËÀÃ ÀÃÂÉËÉ

ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ. ÜÅÄÍ ÌÏÝÄÌÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÓÉÓÔÄÌÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ ÊÏÌÖÔÉÒÄÁÀÃÉ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ R0, R1

(ÓÒÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÀ) ÃÀ, ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÊÉÃÄÅ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ R2, R3,

ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÒ ÊÏÌÖÔÉÒÄÁÄÍ ÌÀÈÈÀÍ. ÁÏËÏ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÊÏÌÖÔÀÔÏÒÉ R0, R1

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÐÏËÉÍÏÌÈÀÍ ÀÒÀÀ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒÀÃ R0-ÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ ÃÀ ÀÒ

ÉÞËÄÅÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÓÉÌÄÔÒÉÄÁÓ. ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ ÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ

ÃÀ ÂÀÌÏÈÅËÉËÉÀ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÀ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÔÀËÙÖÒ ×ÖÍØÝÉÄÁÆÄ ÃÀ ÈÅÀËÓÀÜÉÍÏÃÀÀ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ, ÒÏÌ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÄÒÈÉ ×ÖÍÝÉÀ ÂÀÃÀäÚÀÅÓ ÉÌÀÅÄ ÄÍÄÂÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÉÓ ÓáÅÀ ×ÖÍØÝÉÀÛÉ, ÒÀÝ

ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÌÉÖÈÉÈÄÁÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÆÄ.

§3.4 ÄÈÌÏÁÀ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÍÏÒÌÉÓ ÐÏÅÍÀÓÀ ÃÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÛÏÒÉÓ

ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÃÀÃÂÄÍÀÓ. ÅÉÍÀÉÃÀÍ ÓÉÓÔÄÌÀ ×ÓÄÅÃÏ-ÄÒÌÉÔÖËÉÀ

ηHη−1 = H†,

ÓÀÃÀÝ η ÀÒÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÌÄÏÒÄ ÙÄÒÞÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÀÍÖ η = P2 :

x2 → −x2, ÛÄÌÏÃÉÓ ÀáÀËÉ ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ (η - ÍÀÌÒÀÅËÉ)

< Ψ|η|Φ >=≪ ΨΦ ≫=

∫
ΨΦ.

ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÀÌ ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ

ÍÏÒÌÀ ÃÀ ÉÌ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÉÉÙÄÁÉÀÍ

ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÃÀÍ ÌáÏËÏÃ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÃÀÁÀÃÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÈ,

ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ ÍÖËÉÓÀÂÀÍ. ÚÅÄËÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ,

ÀÍÖ ÉÓÉÍÉ ÈÅÉÈÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÉ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
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ÈÅÉÈÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÏÁÀ ÀÒÉÓ ÍÉÛÀÍÉ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ ÓÀØÌÄ ÂÅÀØÅÓ ÀÒÀÃÉÀÂÏÍÀËÉÆÄÁÀÃ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÈÀÍ [50]-[52], ÒÀÝ ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÂÖËÉÓáÌÏÁÓ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÖËÏÅÀÍÉ

ÍÏÒÌÉÓ ÔÀËÙÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÖÍÃÀ ÉØÍÄÓ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÏÍÀßÉËÄÏÁÄÍ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ

ÂÀÛËÀÛÉ.

§3.4-ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÀ ÃÀ ÌÀÈÉ

ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ. ÍÀÐÏÅÍÉÀ ÚÅÄËÀ ÈÅÉÈÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÉ ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ.

ÃÀÓÀÝÀÅÀÃ ÂÀÔÀÍÉËÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉÀ:

ÀÂÄÁÖËÉÀ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÀÃÉÔÉÖÒÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ.

ÌÉÙÄÁÖËÉÀ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÓÒÖËÉ ÓÉÀ, ÒÏÌÄËÈÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ

ÀÒÉÀÍ ËÏÒÄÍÝÉÓ ÌÄÔÒÉÊÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÈ.

ÍÀÐÏÅÍÉÀ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉ ÏÓÝÉËÀÔÏÒÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ×ÏÒÌÀ

ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÈ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ ØÏÍÃÄÓ

ÌáÏËÏÃ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÌÀÈÉ ÓÐÄØÔÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉÀ ÃÀ

ÄÊÅÉÃÉÓÔÀÍÝÉÖÒÉ. ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÀÓÄÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ

ÖÒÈÉÄÒÈØÌÄÃÄÁÉÈ ÀÌÏáÓÍÉËÉÀ ÁÏËÏÌÃÄ. ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ

ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÃÀ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÄÄÁÉÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÀÒÀÃÉÀÂÏÍÀËÉÆÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÀÍÀËÉÆÖÒÀÃÀÀ ÀÂÄÁÖËÉ ÌÉÓÉ ÔÀËÙÖÒÉ ÃÀ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ.

ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÂÀÌÏØÅÄÚÍÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÍÀÛÒÏÌÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ:

1. JOURNAL OF MATHEMATICAL PHYSICS 54 (2013) 012107 - Three-dimensional shape

invariant non separable model with equidistant spectrum - M. S. Bardavelidze, F. Cannata, M. V.

Ioffe, D. N. Nishnianidze [http://dx.doi.org/10.1063/1.4774292]

2. PHYSICS LETTERS A 377 (2013) 195-199 - General solution of 2-dim intertwining

relations for supercharges with hyperbolic (Lorentz) metrics - M. S. Bardavelidze, M. V. Ioffe,

D. N. Nishnianidze [http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2012.11.019]

3. VESTNIK ST. PETERSBURG UNIVERSITY. Ser. 4. 2013. Issue. 1. P. 208­215. - Shape

invariance of second order in one-dimensional quantum mechanics - M. S. Bardavelidze, D. N.

Nishnianidze
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ÈÀÅÉ I. ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÀ

§1.1 ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÀ

ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖË ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÛÉ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ

ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ ÓÖÐÄÒÀËÂÄÁÒÉÓÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ ÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒ ÃÀ ÀÍÔÉÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒ

ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÓ:

(Q±)2 = 0, {Q+, Q−} = H − ϵ, [Q±, H] = 0, (1)

ÓÀÃÀÝ ϵ− ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÌÖÃÌÉÅÀÀ.

(1) ÓÖÐÄÒÀËÂÄÁÒÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ áÃÄÁÀ 2× 2 - ÌÀÔÒÉÝÖËÉ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÈ:

Q− = (Q+)† =

 0 0

q− 0

 ; q± = ∓~∂ +W (x), ∂ ≡ d

dx
(2)

ÃÀ ÓÖÐÄÒäÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÈ H, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ ßÚÅÉËÉÓÀÂÀÍ -

ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÏÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀÂÀÍ h(1), h(2):

H =

 H(1) 0

0 H(2)

 ; h(i) = −~2∂2 + V (i)(x). (3)

(1) ÓÖÐÄÒÀËÂÄÁÒÀÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÊÏÌÖÔÀÔÏÒÉÓ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÛÉ ÜÀßÄÒÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÖË ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ (intertwining relations)

ÄßÏÃÄÁÀ:

H(1)q+ = q+H(2), q−H(1) = H(2)q−, (4)

áÏËÏ ÀÍÔÉÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ h(1) ÃÀ h(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ

×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÀ, ÀÍÖ ÉÓÉÍÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÏÒÉ ÄÒÌÉÔÖËÀÃ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÖÙËÄÁÖËÉ

ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÓ (ÄÒÈÉÃÀÉÌÀÅÄ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÊÏÍÓÔÀÍÔÉÓ

ÓÉÆÖÓÔÉÈ):

H(1) = q+q− + ϵ = −~2∂2 +W 2(x)− ~W ′(x) + ϵ, (5)

H(2) = q−q+ + ϵ = −~2∂2 +W 2(x) + ~W ′(x) + ϵ. (6)
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W (x) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÖÐÄÒÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ. ÉÂÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÉØÍÀÓ

ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ H(1)ψ(1)(x, ϵ) = ϵψ(1)(x, ϵ) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ψ(1)(x, ϵ) ÀÌÏÍÀáÓÍÉÈ:

W (x) = −d lnψ
(1)(x, ϵ)

dx
. (7)

ÆÏÂÀÃÀÃ, ψ(1)(x, ϵ) ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÀÒÀÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÅÉÅÀÒÀÖÃÏÈ, ÒÏÌ V (1)(x) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ

ÓÐÄØÔÒÉ ψ
(1)
n (x) ≡ ψ(1)(x,E

(1)
n )n=0,1,... ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÈ. ϵ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ

ÓÉÃÉÃÄÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÓÉÍÂÖËÀÒÖË ÃÀ ÀÒÀÓÉÍÂÖËÀÒÖË

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÒÏÝÀ ϵ > E
(1)
0 ÃÀ ϵ < E

(1)
0 .

ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ (4) ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÃÀÅÀÌÚÀÒÏÈ ÊÀÅÛÉÒÉ H(1) ÃÀ H(2)

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀÊÖÈÀÒ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈÉÃÀÉÌÀÅÄ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖË ÃÏÍÄÆÄ.

ÌÀÒÈËÀÝ, En ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ ψ
(1)
n (x) ÃÀ ψ

(2)
n (x)

ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

ψ(2)
n (x) =

1√
En − ϵ

q−ψ(1)
n (x), ψ(1)

n (x) =
1√

En − ϵ
q+ψ(2)

n (x). (8)

H(1) ÃÀ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÓÐÄØÔÒÈÀ ÖÒÈÉÄÒÈÂÀÍËÀÂÄÁÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ψ(1)(x, ϵ)

×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÜÄÅÀÆÄ. ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÀÓáÅÀÅÏÈ ÓÀÌÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ: 1) ϵ = E
(1)
0 , ψ(1)(x, ϵ) =

ψ(1)(x,E
(1)
0 ); 2)ϵ < E

(1)
0 , (ψ(1)(x, ϵ))−1 ÀØÅÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÍÏÒÌÀ; 3) ϵ < E

(1)
0 , (ψ(1)(x, ϵ))−1 ÀØÅÓ

ÓÀÓÒÖËÉ ÍÏÒÌÀ. ÐÉÒÅÄË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ H(2)-ÉÓ ÓÐÄØÔÒÉ ÌÉÉÙÄÁÀ H(1)-ÉÓ ÓÐÄØÔÒÉÃÀÍ

ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÄÍÄÒÂÉÉÓ E(1)
0 -ÉÓ ÀÌÏÛËÉÈ, ÅÉÍÀÉÃÀÍ q−ψ(1)(x,E

(1)
0 ) =

0. ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÏÒÉÅÄ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÓÐÄØÔÒÄÁÉ ÆÖÓÔÀÃ ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ.

ÌÄÓÀÌÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ ϵ

ÄÍÄÒÂÉÉÈÀ ÃÀ ψ(2)(x, ϵ) = (ψ(1)(x, ϵ))−1 ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÈ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÈÖ ÅÉÝÉÈ H(1) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÄÍÄÒÂÉÀ ÃÀ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ

ÅÉÐÏÅÏÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÉÃÉÃÄÄÁÉ V (2)(x) = V (1)(x)− 2~2∂2 lnψ(1)(x, ϵ) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓÀÈÅÉÓ.

ÀáÀËÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÃÖÒÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÂÒÞÄËÃÄÓ, ÈÖ ÊÉ ÛÄÌÃÄÂ

ÍÀÁÉãÆÄ ÀÌÏÓÀÅÀËÉ ÉØÍÄÁÀ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ψ(2)(x) = q−ψ(1)(x, ϵ) ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÈ.

ÀÓÄÈÉ ÐÒÏÝÄÃÖÒÉÓ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ V (n) ÓÄÒÉÀÓ,

ÒÏÌÄËÈÀ ÓÐÄØÔÒÉ ÃÀ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÝáÀÃÀÃ ÀÉÂÄÁÀ ÓÀßÚÉÓÉ ÓÉÃÉÃÄÄÁÉÃÀÍ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÈÖÊÉ ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄË H(1) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÓ ÀØÅÓ p > 1 ÁÌÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉ

E
(1)
n ÄÍÄÒÂÉÉÈÀ ÃÀ ψ(1)

n (0 < n < p− 1) ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÈ ÃÀ ÀÅÉÙÄÁÈ ϵ = E
(1)
0 , ÌÀÛÉÍ m

ÍÀÁÉãÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÉÙÄÁÖË H(m)(m = 2, 3, ..., p) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÓ ÄØÍÄÁÀ ÉÂÉÅÄ ÓÐÄØÔÒÉ, ÒÀÝ
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H(1), ÌáÏËÏÃ ÐÉÒÅÄËÉ m− 1 ÃÏÍÉÓ ÂÀÌÏÊËÄÁÉÈ. ÊÄÒÞÏÃ, ÂÅÄØÍÄÁÀ:

H(m) = q−mq
+
m + E

(1)
m−1 = −~2∂2 + V (m)(x), (9)

ÓÀÃÀÝ

q±m = ∓~∂ +Wm(x), Wm(x) = −d lnψ
(m)
0

dx
;

E(m)
n = E

(m−1)
n+1 = ... = E

(1)
n+m−1;

ψ(m)
n = (E

(1)
n+m−1 − E

(1)
m−2)

−1/2...(E
(1)
n+m−1 − E

(1)
0 )−1/2q−m−1...q

−
1 ψ

(1)
n+m−1;

V (m)(x) = V (1)(x)− 2~2∂2 ln(ψ(1)
n ...ψ

(m−1)
0 ). (10)

(1) ÓÖÐÄÒÀËÂÄÁÒÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ H äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÓÐÄØÔÒÉ E ≥ ϵ,

ÀÌÀÓÈÀÍ E > ϵ ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÃÏÍÄÄÁÉ ÏÒãÄÒÀÃÀÃÀÀ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ. E = ϵ ÄÍÄÒÂÉÉÓ

ÌØÏÍÄ ÁÌÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÌáÏËÏÃ W (x) ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÚÏ×ÀØÝÄÅÀÆÄ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÀÛÉ ÃÀ ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÌÉÓ ÊÏÍÊÒÄÔÖË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÆÄ

[2]. (ÓÉÌÀÒÔÉÅÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ϵ = 0.) H(1) ÃÀ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ

×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÉÓ ÂÀÌÏ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÌÏÞÄÁÍÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ

ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ q+ψ(2) = 0 ÃÀ q−ψ(1) = 0 ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÆÄ.

ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÀÃÅÉËÀÃ ÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ

ψ(1,2) ∼ exp(±~−1

∫ x

W (y)dy). (11)

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ψ(1) ÃÀ ψ(2) ÊÅÀÃÒÀÔÖËÀÃ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÍÉ ÀÒÉÀÍ,

ÈÖ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÄÁÉ:∫ x

W (y)dy → −∞ (12)

ÃÀ ∫ x

W (y)dy → ∞ (13)

ÒÏÝÀ x → ±∞. ÍÀÈÄËÉÀ, ÒÏÌ ÄÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ,

ÀÌÉÔÏÌÀÝ ÌáÏËÏÃ ÄÒÈÉ ×ÖÍØÝÉÀ ψ(1) ÀÍ ψ(2) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÏÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

ÍÖËÏÅÀÍÉ ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ, ÈÖ ÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ, ÀÒÀÀ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ. ÌÀÂÒÀÌ

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÙÌÏÜÍÃÄÓ, ÒÏÌ ÀÒÝÄÒÈÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒ ÉÚÏÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ. ÞÉÒÉÈÀÃÉ

ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ-ÀÒÀÒÓÄÁÏÁÀ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÓÐÏÍÔÀÍÖÒ

ÃÀÒÙÅÄÅÀÓÈÀÍ.
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ÂÀÅÉáÓÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÓÐÏÍÔÀÍÖÒÀÃ ÃÀÒÙÅÄÅÀ ÄßÏÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÓ: H

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉÀ ÒÀÙÀÝ ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ [H,R] = 0, ÓÀÃÀÝ R-

ÂÀÒÃÀØÍÉÓ ÂÄÍÄÒÀÔÏÒÉÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ ÀÒ ÒÜÄÁÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÀÌ

ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÌÉÌÀÒÈ RΨ0 ̸= 0.

ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÂÄÍÄÒÀÔÏÒÄÁÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ Q± ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉ.

ÀÌÉÔÏÌ, ÈÖ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÀ ÆÖÓÔÉÀ, Q±Ψ0 = 0, ÃÀ ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, HΨ0 = {Q+.Q−}Ψ0 = 0, Ä.

É. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ. ÃÀ ÐÉÒÉØÉÈ, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÃÅÉËÀÃ

ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÓ, ÒÏÌ ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÄÍÄÒÂÉÉÈ, ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÀ

ÆÖÓÔÉÀ, ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀÒ ÀØÅÓ ÓÐÏÍÔÀÍÖÒ ÃÀÒÙÅÄÅÀÓ.

§1.2 ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÐÏËÉÍÏÌÖÒÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÀ

ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÒÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ

(1) ÓÖÐÄÒÀËÂÄÁÒÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÈ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÓ [16]:

q+ = (q−)† = ~2∂2 − 2~f(x)∂ + b(x), (14)

ÀÌ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓÀ ÃÀ (3) ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ (4) ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÛÉ

ÜÀÓÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÓÀÌ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ V (1)(x), V (2)(x), f(x), b(x)

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ:

V (2)(x)− V (1)(x) = 4~f ′(x), (15)

~2f ′′(x)− ~b′(x)− (V (1)(x)− V (2)(x))f(x) = ~(V (2)(x))′, (16)

~b′′(x) + 4b(x)f ′(x) + ~(V (2)(x))′′ − 2f(x)(V (2)(x))′ = 0. (17)

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏáÓÍÀ ÌÉÙÄÁÖËÉÀ ÍÀÛÒÏÌÛÉ [16], ÌáÏËÏÃ ÉÌ

ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ ~ = 1. ÜÅÄÍÉ ÛÄÌÃÂÏÌÉ ÌÉÆÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ~-ÉÓ ÛÄÍÀÒÜÖÍÄÁÀ.

ÀÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ (15)-(17) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

V (1),(2)(x) = ∓2~f ′(x) + f 2(x) +
~2

2

(
f ′′(x)

f(x)
− f ′2(x)

2f 2(x)

)
− d

f 2(x)
+ α. (18)

b(x) = −~f ′(x) + f 2(x)− ~2

2

(
f ′′(x)

f(x)
− f ′2(x)

2f 2(x)

)
+

d

f 2(x)
. (19)
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ÓÀÃÀÝ d, α - ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ.

ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ (1) ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÀËÂÄÁÒÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÉÙÄÁÀ ÐÏËÉÍÏÌÖÒÉ

ÓÖÐÄÒÀËÂÄÁÒÀ:

(Q±)2 = 0, [Q±, H] = 0, {Q+, Q−} = (H − α)2 + 4d. (20)

(20)-ÉÓ ÁÏËÏ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ Q± ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓÀ ÃÀ H äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ

0-ÌÏÃÄÁÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÉÀÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÀÂÀÍ. ÀÌÉÔÏÌÀÝ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÓÐÏÍÔÀÍÖÒÉ

ÃÀÒÙÅÄÅÀ ÐÏËÉÍÏÌÉÀËÖÒÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓÀÂÀÍ. ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ ÊÉ, ÒÏÝÀ {Q+, Q−} = H2, ÛÄÉÞËÄÁÀ

ßÀÒÌÏÉÛÅÀÓ ÉÓÄÈÉ ÓÉÔÖÀÝÉÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀÃÂÉËÉ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ äØÏÍÃÄÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅ

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÀÛÉ [16].

ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ (14) ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÏÒÉ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ

ÍÀÌÒÀÅËÉ:

q+ = q+1 q
+
2 = (−~∂ +W1(x))(−~∂ +W2(x)), (21)

ÓÀÃÀÝ

W1,2(x) = ±W (x) + f(x), W 2(x)− ~W ′(x) = f 2(x)− ~f ′(x)− b(x), (22)

áÏËÏ ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ W (x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÀÙÀÝ ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ h(1) ÃÀ h(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

h(1) = q+1 q
−
1 + c/2, h(2) = q−2 q

+
2 − c/2. (23)

×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÌáÏËÏÃ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÄÁÉ:

W 2
2 (x)− ~W ′

2(x) = W 2
1 (x) + ~W ′

1(x) + c, α = 0. (24)

ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ (19) ÃÀ (22) ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

c2 = −16d. (25)

ÜÀÅßÄÒÏÈ (24) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ q±i ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ. ÂÅÄØÍÄÁÀ:

q+2 q
−
2 − c/2 = q−1 q

+
1 + c/2. (26)

ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÀÃÅÉËÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÈ, ÒÏÌ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÃÄÓ ÛÖÀËÄÃÖÒÉ h = q−1 q
+
1 + c/2
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äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉÀ ÒÏÂÏÒÝ h(1)-ÉÓ (q±1 ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÈ), ÀÓÄÅÄ

h(2)-ÉÓ (q±2 ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÈ):

h(1) → h→ h(2). (27)

(25) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÀÓÄÈÉ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ d < 0.

áÏËÏ ÒÏÝÀ d > 0, ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌÀÝ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ

ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÃÀÖÚÅÀÍÀÃÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ. ÃÀÖÚÅÀÍÀÃÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ c ÌÖÃÌÉÅÀ áÃÄÁÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈÉ ÃÀ ÛÖÀËÄÃÖÒÉ ÄÒÌÉÔÖËÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ h

ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ. ÍÀÛÒÏÌÛÉ [32] ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÀ, ÒÏÌ ÃÀÖÚÅÀÍÀÃÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÌÉÚÅÀÍÉËÉ ÉØÍÀÓ ÃÀÚÅÀÍÀÃ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÃÄ ÈÖÊÉ ÖÀÒÓ ÅÉÔÚÅÉÈ ÛÖÀËÄÃÖÒ ÄÒÌÉÔÖË

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÆÄ ÃÀ c ÌÖÃÌÉÅÀÓ ÛÄÅÝÅËÉÈ ic ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÌÖÃÌÉÅÉÈ.

ÆÏÂÀÃÀÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, d-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÉÛÍÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÄÁÉÓ

×ÀÒÈÏ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÀÒÉÀÍ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ

ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÉÈ ÃÀ ÒÏÌÄËÈÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÀ ÄÒÈÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

×ÖÍØÝÉÉÈ. Ö×ÒÏ ÌÀÙÀËÉ ÒÉÂÉÓ ÐÏËÉÍÏÌÉÀËÖÒÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÂÄÁÖËÉ

ÉØÍÀÓ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÃÀÖÚÅÀÍÀÃÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÉÈ [16]:

{Q+, Q−} =
∏

i+2j=n

(H + ci)((H − αj)
2 + dj), dj > 0. (28)

§1.3 ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖË ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÛÉ

×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÝÍÄÁÀ ÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÌÏÔÀÍÉËÉ ÉØÍÀ

ÂÄÍÃÄÍÛÔÄÉÍÉÓ ÌÉÄÒ ÍÀÛÒÏÌÛÉ [9]. ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÏÒÉ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ H(1) ÃÀ H(2) ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉÀ, ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÀ:

H(2)(x, a0) = H(1)(x, a1) +R(a1), (29)

ÓÀÃÀÝ a1 = f(a0); a0, a1 ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÀ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÃÉÀÍ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÛÉ; R(a1) ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ x-ÆÄ.

ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ ÈÖÊÉ ÀÃÂÉËÉ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÓÐÏÍÔÀÍÖÒ ÃÀÒÙÅÄÅÀÓ,

ÀÍÖ ÒÏÌÄËÉÌÄ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÄÍÄÒÂÒÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÄ, ÌÀÛÉÍ ÀÌ
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ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÓÐÄØÔÒÉ ÃÀ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÆÖÓÔÀÃ. ÚÅÄËÀ

ÝÍÏÁÉËÉ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÄÒÈÉ ÝËÀÃÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ, ÒÏÂÏÒÄÁÉÝÀÀ ÌÀÂÀËÉÈÀÃ:

äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ÏÓÝÉËÀÔÏÒÉ, ÊÖËÏÍÉÓ, ÌÏÒÓÉÓ, ÐÉÏÛË-ÔÄËÄÒÉÓ, ÄÊÀÒÔÉÓ ÃÀ À. Û.,

×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÀ [30]. ÚÏÅÄË ÀÌ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÓ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ

ÀÌÏÝÀÍÀÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ßÒ×ÉÅÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ, ÀØÅÓ ÈÀÅÉÓÉ

ÀÌÏáÓÍÉÓ ÉÓÔÏÒÉÀ. ÌÀÂÒÀÌ ÂÀÓÖËÉ ÓÀÖÊÖÍÉÓ ÛÖÀ ßËÄÁÛÉ ÉÓÉÍÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÖËÉ ÉØÍÄÍ

×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÀËÂÄÁÒÖËÉ ÐÒÏÝÄÃÖÒÉÓ ÜÀÒÜÏÄÁÛÉ [8]. ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ßÒ×ÉÅÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÀÆÒÉÈ ×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÉÓ

ÌÄÈÏÃÉÓ ÀËÔÄÒÍÀÔÉÖËÉ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀÀ.

ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ÌÀÂÀËÉÈÉ ÉÌÉÓÀ, ÈÖ ÒÏÂÏÒ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÓÐÄØÔÒÉ ÃÀ

ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ. (5) ÃÀ (6) ÓÖÐÄÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ

ÐÀÒÔÍÉÏÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÓ ÓÖÐÄÒÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ W (x) = a0 tanhx ÃÀ

ÃÀÅÖÛÅÀÈ ϵ = 0. ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ:

H(1,2)(x, a0) = −~2∂2 − a0(a0 ± ~)
cosh2 x

+ a20. (30)

ÈÖ ÃÀÅÖÛÅÄÁÈ a1 = a0−~ ÃÀ R(a1) = a20−a21, ÌÀÛÉÍ ÍÀÈËÀÃ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ (30) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (29) ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÒÏÝÀ a > 0, H(1)(x, a) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÛÄÓÀÌÀÁÉÓÉ ÄÍÄÒÂÉÀ

0-ÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÉÔÏÌ, ÈÖ a1 > 0, ÌÀÛÉÍ (29) ÐÉÒÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

H(2)(x, a0)-ÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÄÍÄÒÂÉÀÀ E
(2)
0 = R(a1) = a20 − a21. ÌÀÂÒÀÌ H(1)(x, a)

ÃÀ H(2)(x, a) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÄÄÁÉ, h(1)(x, a)-Ó ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÃÏÍÉÓ

ÂÀÒÃÀ, ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ. ÀÌÉÔÏÌ E
(2)
0 ÀÒÉÓ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÃÏÍÉÓ ÛÄÌÃÂÏÌÉ ÃÏÍÄ

H(1)(x, a0) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ E
(1)
1 = E

(2)
0 . ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÜÅÄÍ ÖÊÅÄ ÂÅÀØÅÓ H(1)(x, a0)

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÐÉÒÅËÉ ÏÒÉ ÃÏÍÄ.

ÀÙßÄÒÉËÉ ÐÒÏÝÄÃÖÒÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÉÌÄÏÒÏÈ ÃÀ ÚÏÅÄË ÍÀÁÉãÆÄ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ

ÝÅËÉËÄÁÀ an = an−1 − ~ = a0 − n~ ÌÀÍÀÌ, ÓÀÍÀÌ an ≥ 0. ÛÄÃÄÂÀÃ ÜÅÄÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ H(1)(x, a0)

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÓÒÖË ÃÉÓÊÒÄÔÖË ÓÐÄØÔÒÓ: ÌÄ-n ÃÏÍÉÓ ÄÍÄÒÂÉÀ ÌÏÉÝÄÌÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ:

E(1)
n (a0) = (a20 − a21) + (a21 − a22) + ...+ (a2n−1 − a2n) = a20 − a2n. (31)

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ:

ψ(1)
n (x, a0) = Nq−(x, a0)q

−(x, a1)...q
−(x, an−1)ψ

(1)
0 (x, an), (32)
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ÓÀÃÀÝ N ÌÖÃÌÉÅÀÀ, áÏËÏ ψ
(1)
0 (x, an) ÀÒÉÓ H(1)(x, a0) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ

ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ÝÍÏÁÉËÉ, ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ

ÌÉÄÊÖÈÅÍÄÁÉÀÍ Ä. ß. ÀÃÉÔÉÖÒ ÀÍÖ ÔÒÀÍÓËÀÝÉÖÒ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖË

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ. ÀÓÄÈÄÁÀÃ ÉßÏÃÄÁÉÀÍ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ ×ÏÒÌÀ

ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÉÀÍ ÀÃÉÔÉÖÒÉ ÊÏÍÓÔÀÍÔÉÈ: an+1 = an + ~.

ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [27]-[29] ÌÏÝÄÌÖËÉ ÃÀ ÂÀÌÏÊÅËÄÖËÉ ÉØÍÀ ÀÃÉÔÉÖÒÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÌÉÙÄÁÉÓ ÓÒÖËÉÀÃ ÀáÀËÉ ÌÄÈÏÃÉ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÆÏÂÀÃÀÃ ÀÒ

ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓáÅÀ ÓÀáÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÖÊÅÄ ÝÍÏÁÉËÄÁÉÓ ÂÀÒÃÀ. ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÐÀÒÀÂÒÀ×É ÌÈËÉÀÍÀÃ ÄÚÒÃÍÏÁÀ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÌÉÙÄÁÉÓ ÀÌ ÂÆÀÓ,

ÌÏÊËÄÃ ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÉÂÉ. ×ÏÒÌÀ ÉÍÀÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓ (29) ÐÉÒÏÁÀ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ (5) ÃÀ (6)

ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ×ÏÒÌÉÈ:

W 2(x, a0) + ~W ′(x, a0) + g(a0) = W 2(x, a1)− ~W ′(x, a1) + g(a1), (33)

ÓÀÃÀÝ g(a0), g(a1) ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ x-ÆÄ ÃÀ a1 = a0 + ~.

ÂÀÍÔÏËÄÁÀ (33) ÖÍÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ~-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÜÅÄÍ

ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ, ÒÏÝÀ W (x) ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÝáÀÃÀÃ ~-ÆÄ ÃÀ ÀÌ

ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÌáÏËÏÃ a1 ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÂÀÌÏ. (33) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ~-ÉÓ

áÀÒÉÓáÄÁÀÃ ÂÀÛËÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ áÀÒÉÓáÈÀÍ ÌÃÂÏÌÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÔÏËÉ ÖÍÃÀ

ÉÚÏÓ ÍÖËÉÓ. ÀØÄÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ (a0 ≡ a) :

W
∂W

∂a
− ∂W

∂x
+

1

2

dg(a)

da
= 0, (34)

∂

∂a

(
W
∂W

∂a
− ∂W

∂x
+

1

2

dg(a)

da

)
= 0 (35)

∂n

∂an−1∂x
W (x, a) = 0, n ≥ 3. (36)

(36) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ:

W (x, a) = aX1(x) +X2(x) + u(a). (37)

ÀÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ (34)-ÛÉ ÜÀÓÌÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

X1(x)X2(x)−X ′
2(x)+a(X

2
1 (x)−X ′

1(x))+u
′(a)X2(x)+(u(a)+au′(a))X1(x) = −u(a)u′(a)− 1

2
g′(a).

(38)
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ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÉáÓÍÄÁÀ ÆÏÂÀÃÀÃ ÃÀ ÀÌ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ (37)-ÛÉ ÜÀÓÌÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

ÓÖÐÄÒÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ, ÒÏÌÄËÈÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÖÊÅÄ ÝÍÏÁÉËÉ ÆÖÓÔÀÃ

ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ.

§1.4 ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÀ

ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÄÁÉÓ

(18) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÛÉ ×ÖÍØÝÉÀ f(x) ÛÄÅÝÅÀËÏÈ f(x, a)-ÈÉ, ÓÀÃÀÝ a ÀÒÉÓ ×ÏÒÌÀ

ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ d, α

ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÝ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ a-ÆÄ. ÛÄÌÃÂÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ

ÀÓÄ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ:

V (1),(2)(x, a) ≡ v1,2(x, a) + α(a), (39)

ÓÀÃÀÝ:

v1,2(x, a) ≡ ∓2~f ′(x, a) + f 2(x, a) +
~2

2

(
f ′′(x, a)

f(x, a)
− f ′2(x, a)

2f 2(x, a)

)
− d(a)

f 2(x, a)
. (40)

ÌÀÛÉÍ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ:

v1(a+ ~, x)− v2(x, a) = −(α(a+ ~)− α(a)). (41)

ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

1

2

(
f ′′(x, a)

f(x, a)
− f ′2(x, a)

2f 2(x, a)

)
≡ φ(x, a),

d(a)

f 2(x, a)
≡ ρ(x, a). (42)

ÀÓÄ ÒÏÌ (41) ÌÉÉÙÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÓÀáÄÓ:

−2~
(
∂f(x, a+ ~)

∂x
+
∂f(x, a)

∂x

)
+ f 2(x, a+ ~)− f 2(x, a)−

−~2
(
φ(x, a+ ~)− φ(x, a)

)
−

(
ρ(x, a+ ~)− ρ(x, a)

)
= −(α(a+ ~)− α(a)). (43)

ÀÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ~-ÉÈ ÔÄÉËÏÒÉÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ ÂÀÛËÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

−2~
(
2∂f(a, x)

∂x
+

∞∑
k=1

~k

k!

∂k+1f(a, x)

∂x∂ak

)
+ 2~

f(a, x)∂f(a, x)

∂a
+

+
∞∑
n=2

~n
(
2f(a, x)

n!

∂nf(a, x)

∂an
+

n−1∑
k=1

1

k!(n− k)!

∂kf(a, x)

∂ak
∂n−kf(a, x)

∂an−k

)
+

+~2
∞∑
n=1

~n

n!

∂nφ(a, x)

∂an
−

∞∑
n=1

~n

n!

∂nρ(a, x)

∂an
= −

∞∑
k=1

~kα(k)(a)

k!
. (44)
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~-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ áÀÒÉÓáÉÓÈÀÍ ÌÃÂÏÌÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÔÏËÉ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ ÍÖËÉÓ. ÐÉÒÅÄËÉ

áÀÒÉÓáÉÓÀÈÅÉÓ (~1) ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ:

2
∂f(x, a)

∂x
− f(x, a)

∂f(x, a)

∂a
+

1

2

∂ρ(x, a)

∂a
=
α′(a)

2
, (45)

ÃÀ (42) ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

4f 3(x, a)
∂f(x, a)

∂x
− 2f 4(x, a)

∂f(x, a)

∂a
+ f(x, a)d′(a)−

−2d(a)
∂f(x, a)

∂a
− f 3(x, a)α′(a) = 0. (46)

ÛÄÌÃÄÂÉ, ~2-ÈÀÍ ÌÃÂÏÌÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÓ ÍÖËÈÀÍ ÔÏËÏÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ:

2
∂2f(x, a)

∂a∂x
− f(x, a)

∂2f(x, a)

∂a2
−

(
∂f(x, a)

∂a

)2

+
1

2

∂2ρ(x, a)

∂a2
=
α′′(a)

2
. (47)

ÍÀÈËÀÃ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ, ÉÂÉ ÌÉÉÙÄÁÀ (45) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÉÓ a ÝÅËÀÃÉÈ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ. ~-ÉÓ ÓáÅÀ áÀÒÉÓáÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ (k ≥ 2):

− 2

k!

∂k+1f(a, x)

∂x∂ak
+

2

(k + 1)!

f(a, x)∂k+1f(a, x)

∂ak+1
− 1

(k + 1)!

∂k+1ρ(a, x)

∂ak+1
+

+
k∑

i=1

1

i!(k + 1− i)!

∂if(a, x)

∂ai
∂k+1−if(a, x)

∂ak+1−i
+

1

(k − 1)!

∂k−1φ(a, x)

∂ak−1
= −α

k+1(a)

(k + 1)!
. (48)

ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÂÀÓÀÌÀÒÔÉÅÄÁËÀÃ ÂÀÅÀßÀÒÌÏÏÈ (45) a-ÈÉ k-ãÄÒ:

f(a, x)
∂k+1f(a, x)

∂ak+1
= 2

∂k+1f(a, x)

∂x∂ak
− k!

k∑
i=1

1

i!(k − i)!

∂if(a, x)

∂ai
∂k+1−if(a, x)

∂ak+1−i
−

−α
k+1(a)

2
+

1

2

∂k+1ρ(a, x)

∂ak+1
. (49)

ÜÀÅÓÅÀÈ ÄÓ (48)-ÛÉ. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÉÂÉÅÄÏÁÀÓ:

1

i!(k − i+ 1)!
=

1

k + 1

(
1

i!(k − i)!
+

1

(i− 1)!(k − i+ 1)!

)
(50)

(48) ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

2(k − 1)

k(k + 1)

∂k+1f(x, a)

∂x∂ak
− ∂k−1φ(x, a)

∂ak−1
= 0, (51)

ÒÏÌÄËÉÝ ÄØÅÉÅÀËÄÔÖÒÉÀ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓ:

∂φ(x, a)

∂a
=

1

3

∂3f(x, a)

∂x∂a3
,
∂5f(x, a)

∂x∂a4
= 0,

∂3φ(x, a)

∂a3
= 0, (52)
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ÒÏÌËÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÀ

f(a, x) = U(a) + a3f3(x) + a2f2(x) + af1(x) + f0(x),

φ(a, x) = a2f ′
3(x) +

2

3
af ′

2(x) + φ0(x), (53)

ÓÀÃÀÝ fi(x), φi(x) ãÄÒ-ãÄÒÏÁÉÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ ÃÀ ÖÍÃÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÏÍ (42) ÃÀ

(46) ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÃÀÍ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ (53) ×ÏÒÌÖËÉÃÀÍ ÒÏÌÄËÉÌÄ fi ÌÖÃÌÉÅÉÀ, ÉÂÉ

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÀÃ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ.

(53) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÓ (42) ÀÙÍÉÛÅÍÀÛÉ ÜÀÓÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÙÄÁÖËÏÁÓ

×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÓÀáÄÓ. ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÃÀßÅÒÉËÄÁÉÈÉ

ÀÍÀËÉÆÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÌÀÓ ÀØÅÓ áÖÈÉ ÛÄÓÀÞËÏ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ:

U(a) = 2ca2, f(x, a) = 2abx+
b

c
x2, (54)

U(a) =
c

a
, f(x, a) = a(

b

4c
x2 + e) + bx, (55)

U(a) =
c

a
, f(x, a) = abx+ e, (56)

U(a) = 0, f(x, a) = af1(x), (57)

U(a) = 0, f(x, a) = f0(x). (58)

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÛÄÌÏßÌÃÄÓ, ÒÏÌ (46) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÏÓ

f(x, a) ∼ xn ×ÖÍØÝÉÀ. ÀÌÉÔÏÌÀÝ (54)-(56) ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ÀÅÔÏÌÀÔÖÒÀÃ ÂÀÌÏÉÒÉÝáÄÁÀ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÃÀÒÜÀ ÏÒÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ: i)f(x, a) = af1(x) ÃÀ ii)f(x, a) = f0(x). ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ

ÉÓÉÍÉ ÝÀË-ÝÀËÊÄ.

i) f(x, a) = af1(x)

f(x, a) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÌ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ (46) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ ÜÀÓÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÀáÀË

×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

2d(a)− ad′(a) + a3α′(a)f 2
1 (x) + 2a4(f 4

1 (x)− 2f ′
1(x)f

2
1 (x)) = 0. (59)

ÓÀÁÄÃÍÉÄÒÏÃ, ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ [53]:

2d(a)− ad′(a) = −2A1a
4, a3α′(a) = 2a4A2, f

4
1 (x)− 2f ′

1(x)f
2
1 (x) = A1 − A2f

2
1 (x) (60)

ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

d(a) = A1a
4 +B1a

2, α(a) = A2a
2 +B2,

2f ′
1(x) = f 2

1 (x)−
A1

f 2
1 (x)

+ A2, (61)
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ÓÀÃÀÝ A1, A2 ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓÀÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ.

×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ (39) ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀ ÉØÍÄÁÀ:

V (1),(2)(x, a) = ∓2~af ′
1(x) + a2f 2

1 (x) +
~2

2

(
f ′′
1 (x)

f1(x)
− f ′2

1 (x)

2f 2
1 (x)

)
− A1a

2 +B1

f 2
1 (x)

+ A2a
2 +B2, (62)

ÓÀÃÀÝ f1(x) ÀÒÉÓ (61) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ. ÌÉÓÉ ÐÏÅÍÀ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ

ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ ÜÀÓÀßÄÒÀÃ. ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÃÅÉËÀÃ ÉáÓÍÄÁÀ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖË

×ÖÍØÝÉÄÁÛÉ, ÒÏÝÀ A1 = 0 :

f1 =
√

−A2
σ exp(−

√
−A2x/2)− δ exp(

√
−A2x/2)

σ exp(−
√
−A2x/2) + δ exp(

√
−A2x/2)

. (63)

f1(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÄÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ V (1),(2) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÖÊÅÄ

ÝÍÏÁÉËÉÀ ÀÃÉÔÉÖÒÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÃÀÍ: ÓÊÀÒ×ÉÓ ÃÀ ÐÉÏÛË-

ÔÄËÄÒÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ. ÒÏÝÀ ÏÒÉÅÄ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ A1 = A2 = 0, ÌÉÉÙÄÁÀ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ

ÏÓÝÉËÀÔÏÒÉ.

ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÓáÅÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ

ÀáÀËÉ ×ÖÍØÝÉÀ y(x) ≡ 1/f1(x), ÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÀÝ (61) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÓÄ ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ:

2y′(x) = A1y
4 − A2y

2 − 1. (64)

ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÉáÓÍÄÁÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ x = x(y) :∫
dy

A1y4 − A2y2 − 1
=
x

2
(65)

(65)-ÃÀÍ ÒÏÌ ÅÉÐÏÅÏÈ y = y(x) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÌÃÄÂ ÖÍÃÀ ÜÀÅÓÅÀÈ

V (1),(2) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÛÉ, ÓÀàÉÒÏÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ A1, A2 ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓ ÝÅËÉËÄÁÉÓ ÓÀÌÉ

ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÀÒÄ:

1) A2
2 > −4A1; 2) A2

2 < −4A1; 3) A2
2 = −4A1. (66)

ÛÀÍÓÉ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ y ÝáÀÃÀÃ ÜÀÉßÄÒÏÓ ÒÏÂÏÒÝ x-ÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌáÏËÏÃ ÒÏÝÀ

A1 < 0 ÃÀ (65) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÌÚÏ× ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÓÀÌßÄÅÒÉÓ ×ÄÓÅÄÁÓ ÀØÅÈ

ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ ÍÉÛÀÍÉ. ÈÖ ÊÉÃÄÅ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÀÌÉÓÀ A2 > 0, (65) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÀ

ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÃÀ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ ÀÒ

ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ. ÒÏÝÀ A2 < 0, ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ A1, A2 ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ

ÀáÀËÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ

A1 = −b21b22, A2 = −(b21 + b22), b2 > 0, b1 > b2. (67)
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ÌÀÛÉÍ (65)-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

| y − 1/b1
y + 1/b1

|b1/2| y + 1/b2
y − 1/b2

|b2/2= const · exp
(
(b21 − b22)x

2

)
. (68)

ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÆÄ ÌÃÂÏÌÉ ÌÖÃÌÉÅÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÄÒÈÉÓ ÔÏËÀÃ, ÒÀÝ ÌÉÉÙßÄÅÀ

x-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÔÒÀÍÓËÉÀÝÉÉÈ ÃÀ (68) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÜÀßÄÒÉËÉ f1 ×ÖÍØÝÉÉÈ, ÌÉÉÙÄÁÓ

ÛÄÌÃÄÂ ÓÀáÄÓ: (
f1 − b1
f1 + b1

)b1/b2(f1 + b2
f1 − b2

)
= ± exp

(
(b21 − b22)x

b2

)
. (69)

f1 ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ x-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÝáÀÃÉ (ÀÍÀËÉÆÖÒÉ) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀ (69)-ÃÀÍ

ÌÉÉÙÄÁÀ ÌáÏËÏÃ ÏÒ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ: b1/b2 = 2 ÃÀ b1/b2 = 3. ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÆÖÓÔÉ

ÀÌÏáÓÍÉÓ ÂÀÒÄÛÄÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ f1(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÓÉÌÐÔÏÔÖÒÉ ÚÏ×ÀØÝÄÅÀ

ÍÖËÛÉ ÃÀ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÄÁÛÉ:

f1(x0) = 0 (70)

ÀÍ

f1(x0) = ±∞ (71)

ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ x0 = 0 ÃÀ

f1(±∞) → ∓b1 (72)

ÀÍ

f1(±∞) → ±b2. (73)

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÏÒÉÅÄ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÀÛÉ x→ ±∞ ÓÀÓÒÖËÉÀ,

ÊÄÒÞÏÃ:

V (1),(2)(±∞) → B2 −
B1

b21
(74)

ÀÍ

V (1),(2)(±∞) → B2 −
B1

b22
. (75)

(70), (71) ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÅÍÄÍ

ÌáÏËÏÃ x = 0 ßÄÒÔÉËÛÉ. f1(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÚÏ×ÀØÝÄÅÀ ÀÌ ßÄÒÔÉËÛÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉÐÏÅÏÈ

ÐÉÒÃÀÐÉÒ (61) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ:

f1(x)x→0 ∼
3

√
3b21b

2
2

2
x1/3, (76)

f1(x)x→0 ∼ −2

x
. (77)
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ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ ÀØÅÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÄÁÉ:

V1,2(x)x→0 ∼ − ~2

4x2
, (78)

V1,2(x)x→0 ∼
16a(a∓ ~) + 3~2

4x2
. (79)

Ö×ÒÏ ÃÄÔÀËÖÒÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ b1 = 2b2 ≡ 8β. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (69) ÀÒÉÓ

ÊÖÁÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ f1(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÌÉÍÖÓ ÍÉÛÍÉÓÀÈÅÉÓ ÀÌ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ ÀØÅÓ ÌáÏËÏÃ ÄÒÈÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ:

f1(x) =
8β cosh2(3βx) tanh1/3(3βx)

cosh(6βx)

(
1 + tanh4/3(3βx)

)
− 4β tanh(6βx). (80)

(69) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÐËÉÖÓ ÍÉÛÍÉÓÀÈÅÉÓ ÌÀÓ ÀØÅÓ ÓÀÌÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÏÓ:

f1(x) = A+ Ā− 4β coth(6βx), f1(x) = −A+ Ā

2
± i

A− Ā

2

√
3− 4β coth(6βx), (81)

ÓÀÃÀÝ

A = 4β
3

√
coth(6βx)

sinh2(6βx)

(
sinh(6βx)− i

)2

. (82)

ÄÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀßÄÒÉËÉ ÉØÍÀÍ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ×ÏÒÌÉÈÀÝ:

f1(x) = 4β coth(6βx)

(
2 cos

ϕ

3
− 1

)
, (83)

f1(x) = −4β coth(6βx)

(
2 cos

ϕ+ π

3
+ 1

)
, (84)

f1(x) = −4β coth(6βx)

(
2 cos

ϕ− π

3
+ 1

)
, (85)

ÓÀÃÀÝ

cos
ϕ

2
≡ tanh(6βx), sin

ϕ

2
=

1

cosh(6βx)
. (86)

x = 0 ßÄÒÔÉËÛÉ (83), (84) ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ:

f1(x)x→0 ∼ ± 8β√
3
. (87)

ÓßÏÒÄÃ ÀÌÉÔÏÌ, ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ ÉÚÏ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ, ÀÌ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ

ÀÒÀÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ.

ÒÏÃÄÓÀÝ b1 = 3b2 ≡ 3γ, ÂÀÍÔÏËÄÁÀ (69) ÌÄÏÈáÄ áÀÒÉÓáÉÓ ÀËÂÄÁÒÖËÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ:

f 4
1 − 8γ

1 + ϵ(x)

1− ϵ(x)
f 3
1 + 18γ2f 2

1 − 27γ4 = 0, ϵ(x) ≡ ± exp(4γx). (88)
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ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÌÏÉáÓÍÀÓ ×ÄÒÀÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ [54], ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÒÄÆÏËÅÄÍÔÉÓ ÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÀÃÅÉËÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉÐÏÅÏÈ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,

ϵ(x) = − exp(4γx)-ÈÅÉÓ ÄÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ:

y = 6γ2 +
12γ2

cosh2/3(2γx)
, (89)

ÃÀ (88) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÊÖÁÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ.

ii) f(x, a) = f0(x).

(46) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ ÜÀÓÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

4f 2
0 (x)f0(x) + d′(a)− f 2

0 (x)α
′(a) = 0. (90)

ÀØÄÃÀÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ

d(a) = ca+ e, α(a) = σa+ δ, (91)

ÓÀÃÀÝ c, e, σ, δ a-ÆÄ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ ÃÀ f0(x) ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

4f ′
0(x) +

c

f 2
0 (x)

= σ. (92)

ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ f0(x) ÜÀÉßÄÒÄÁÀ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÛÉ ÒÏÝÀ σ = 0. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ

ÓßÏÒÄÃ ÄÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÒÀÃÂÀÍÀÝ c ̸= 0, ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ a ÛÄÉÞËÄÁÀ

ßÀÅÀÍÀÝÅËÏÈ a → a − e/c, ÒÀÝ ÔÏË×ÀÓÉÀ e = 0 ÔÏËÏÁÉÓ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ

ÝÅËÉËÄÁÀ c→ −4c3/3. ÌÀÛÉÍ f0(x) = cx1/3 ÃÀ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÂÅÄØÍÄÁÀ

V (1),(2)(x, a) =
2c(2a∓ ~)

3x2/3
− 5~2

36x2
+ c2x2/3. (93)

ÒÏÂÏÒÝ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÀÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ

(29) ÏÃÍÀÅ ÛÄÝÅËÉËÉÀ, ÊÄÒÞÏÃ R(a1) = 0 ÃÀ

V (1)(x, a+ ~) = V (2)(x, a). (94)

ÀÌÉÔÏÌ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÓÐÄØÔÒÉÓ ÐÏÅÍÉÓ ÀËÂÄÁÒÖËÉ ÌÄÈÏÃÉ,

ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÀØ ÀÒ ÂÀÌÏÃÂÄÁÀ. ÌÀÂÒÀÌ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÈØÅÀÈ, ÒÏÌ ÓÀØÌÄ ÀØ

Ö×ÒÏ ÌÀÒÔÉÅÀÃÀÝÀÀ. ÌÀÒÈËÀÝ: ÈÖ ÅÉÝÉÈ h(1)(a) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÒÀÉÌÄ ÓÀÊÖÈÀÒÉ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ E(1)(a), ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ Ψ(1)(x, a), ÌÀÛÉÍ
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h(1)(a) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÀÊÖÈÀÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ

ÀÂÒÄÈÅÄ ÉØÍÄÁÀ:

Ψ(1)
n (x, a) = q+(a)q+(a+ ~)...q+(a+ (n− 1)~)Ψ(1)(x, a+ n~), E(1)

n (a) = E(1)(a+ n~), (95)

(4) ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ, (20) ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÀËÂÄÁÒÉÓÀ ÃÀ (94) ×ÏÒÌÀ

ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÀÃÅÉËÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÀÌÚÀÒÏÈ ÊÀÅÛÉÒÉ Ψ(1)(x, a + n~) ÃÀ

Ψ
(1)
n (x, a) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÄÓ ÍÀÈËÀÃ ÜÀÍÓ n = 1-ÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÆÄÝ:

|Ψ(1)
1 (x, a)|2 =

(
q+(a)Ψ(1)(x, a+ ~), q+(a)Ψ(1)(x, a+ n~)

)
=

=

(
Ψ(1)(x, a+ ~), q−(a)q+(a)Ψ(1)(x, a+ ~)

)
=

=

(
Ψ(1)(x, a+ ~), [h(2)2(a) + 4d(a)]Ψ(1)(x, a+ ~)

)
=

=

(
Ψ(1)(x, a+ ~), [h(1)2(a+ ~) + 4d(a)]Ψ(1)(x, a+ ~)

)
=

=

(
E(1)2(a+ ~) + 4d(a)

)
|Ψ(1)(x, a+ ~)|2. (96)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÍÏÒÌÉÒÄÁÖË Ψ(1)(x, a+~) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ Ψ
(1)
1 (x, a), ÈÖ

E(1)2(a+ ~) + 4d(a) > 0.
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ÈÀÅÉ II. ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÀ

§2.1 ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÌÄÈÏÃÉ

ÉÓÄÈÉ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÀÍ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÌÏÞÄÁÍÀ, ÒÏÌËÄÁÓÀÝ ÂÀÀÜÍÉÀÈ

ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÌÏÞÒÀÏÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÀÍ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ

ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÃÀ ÈÄÏÒÉÖËÉ ×ÉÆÉÊÉÓ ÔÒÀÃÉÝÉÖË ÀÌÏÝÀÍÀÓ [55]. ÀÓÄÈÉ

ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÌÏÞÄÁÍÀÛÉ ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÖËÉ ÒÏËÉ ÖàÉÒÀÅÓ ÀËÂÄÁÒÖË ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÓ,

ÒÏÌËÄÁÉÝ ÄÚÒÃÍÏÁÉÀÍ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ×ÀÒÖË ÃÉÍÀÌÉÊÖÒ ÓÉÌÄÔÒÉÄÁÓ. ÀÌ

ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÉÓ

×ÀÒÂËÄÁÛÉ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÉÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÓØÄÌÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÀ

ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [32]-[36]. ÀÙÌÏÜÍÃÀ ÒÏÌ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÉÃÄÀ, ÀÍÖ ÉÆÏÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ

ßÚÅÉËÉÓ ÀÂÄÁÀ ÏÒ ÃÀ ÌÄÔ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀÛÉ, ÝÀËÓÀáÀÃÀÀ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÏÒÉÅÄ

ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÀÓÈÀÍ, ÀÍÖ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓÈÀÍ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÐÏËÉÍÏÌÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉÓ

ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ ÒÏÌÄËÓÀÝ ÂÀÃÀäÚÀÅÓ ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

ÓáÅÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÛÉ ÉÌÀÅÄ ÄÍÄÒÂÉÉÈ. ÃÄ×ÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÀËÂÄÁÒÉÓ

ÊÅÀÆÉÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÒÄÃÖØÝÉÉÈ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉ ÂÀáÃÀ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÌÏÞÒÀÏÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ

×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÀ, ÒÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃÀÝ Ö×ÒÏ ÂÀÓÀÂÄÁÉ ÂÀáÃÀ ÌÏÞÒÀÏÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ

ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÀ ÃÀ ÍÀÐÏÅÍÉ ÉØÍÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÀáÀËÉ ÊËÀÓÉ

[32].

ÀØ ÃÀ ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÃÀÅÖÛÅÄÁÈ ÒÏÌ ~ ≡ 1 ÃÀ ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ

ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

H(1)q+ = q+H(2), q−H(1) = H(2)q−, (q+)† = q−; (97)

H(i) = −△+ V (i)(x⃗), △ ≡ ∂21 + ∂22 , ∂i ≡
∂

∂xi
, i = 1, 2. (98)

ÓÀÃÀÝ q+, q− ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÄÒÌÉÔÖËÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÏÒÉ ÝÅËÀÃÉÓ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ, V (1),(2)(x⃗) ÊÉ ÀÓÄÅÄ ÏÒÉ ÝÅËÀÃÉÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ,

ÀÍÖ ãÄÒãÄÒÏÁÉÈ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÌáÏËÏÃ ÄÒÌÉÔÖË ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÓ.
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ÀÃÅÉËÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ H(1), H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (97)

ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓ, ÂÀÀÜÍÉÀÈ R(1), R(2) ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ:

[R(i), H(i)] = 0, R(1) = q+q−, R(2) = q−q+, i = 1, 2. (99)

ÄÒÈÉ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÐÉÒÅÄË ÈÀÅÛÉ ÉÚÏ ÍÀÈØÅÀÌÉ,

R(i) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÓÉÓÔÄÌÉÓ H(i) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÌÖÃÌÉÅÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍ ÐÏËÉÍÏÌÓ.

ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍÌÀÓáÅÀÅÄÁÄËÉ ÈÀÅÉÓÄÁÖÒÄÁÀ ÉÓÀÀ, ÒÏÌ ÆÏÂÀÃÀÃ

R(i) ÀÒÉÓ ÃÉÍÀÌÉÊÖÒÉ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ

H(i)-Ó ×ÖÍØÝÉÀÆÄ.

ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀ ÃÀÅÉßÚÏÈ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÈ q+ = Ci(x⃗)∂i+B(x⃗), ÓÀÃÀÝ ÓÀÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ Ci(x⃗), B(x⃗) ÍÀÌÃÅÉËÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ:

(−∂2k + V (1)(x⃗))(Ci(x⃗)∂i +B(x⃗)) = (Ci(x⃗)∂i +B(x⃗))(−∂2k + V (2)(x⃗)). (100)

ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÈÀÍ ÌÃÂÏÌÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÂÀÔÏËÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

C1(x⃗) = ex2 + e2, C2(x⃗) = −ex1 + e1, (101)

ÓÀÃÀÝ e, e1, e2 - ÍÀÌÃÅÉËÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ. ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÌÉÉÙÄÁÀ (100)

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄÓ ÌÃÂÏÌÉ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓÀ ÃÀ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ

ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÂÀÔÏËÄÁÉÈ. ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÛÄÊÒÄÁÀ ÂÀÌÏÊËÄÁÉÈ ÉÓÉÍÉ ÀÓÄ

ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ:

2∂iB = V−Ci; (102)

Ci∂iV+ = 2BV−, V± ≡ V (1) ± V (2). (103)

e ÌÖÃÌÉÅÀÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÓÀàÉÒÏÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÏÒÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÝÀË-

ÝÀËÊÄ:

a) e ̸= 0

x1 ÃÀ x2 ÝÅËÀÃÄÁÉÓ ÔÒÀÍÓËÀÝÉÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ (101) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÛÉ ÌÏÅÀÛÏÒÏÈ

e1, e2 ÊÏÍÓÔÀÍÔÀ, ÀÍÖ ÉÓÉÍÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÆÏÂÀÃÀÃ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÍÖËÉÓ ÔÏËÀÃ. ÀÌÉÓ

ÛÄÌÃÄÂ (102), (103) ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÛÉ ρ, φ ÐÏËÀÒÖË ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÈ ÀÃÅÉËÀÃ

ÅÐÏÖËÏÁÈ, ÒÏÌ:

V− =
f ′(φ)

ρ2
, V+ =

f 2(φ)− pf ′(φ)

2ρ2
+ U(ρ), B = −2(f(φ) + p)

2
, (104)

29



ÓÀÃÀÝ f(φ), U(ρ)- ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ, áÏËÏ p- ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ

ÌÖÃÌÉÅÀÀ.

b) e = 0

ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ ÀáÀËÉ ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÉ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÉ:

y1 =
e1x1 − e2x2
e21 + e22

, y2 =
e2x1 + e1x2
e21 + e22

. (105)

ÀÌ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓ ÛÄÌÃÄÂ (102) ÃÀ (103) ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÉáÓÍÄÁÀ ÃÀ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

V− =
2B′(y2)

e21 + e22
, V+ =

2B′(y2)

e21 + e22
+ F (y1). (106)

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ (104) ÃÀ (106) ÍÀÈËÀÃ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ

ÏÒÉÅÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ ÃÀ ÀÌÏÝÀÍÀ ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ

ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÄÒÈ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀÆÄ ÃÀ ÀÌ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÄÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÉÍÔÄÒÄÓÓ ÀÒ

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ. ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÀÉáÓÍÄÁÀ ÉØÄÃÀÍ, ÒÏÌ ÌÏÝÄÌÖËÉ q±-ÈÅÉÓ

ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ (99) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÓ

ÃÀ ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÓßÏÒÄÃ ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ

[41].

[32]-[36] ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ ÀÂÄÁÖËÉ ÉØÍÀ ÐÏËÉÍÏÌÉÀËÖÒÉ ÓÖÐÄÓÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ

ÏÒÉ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÃÄÓÀÝ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÀ:

q+ = (q−)† = gik(x⃗)∂i∂k + Ci(x⃗)∂i +B(x⃗). (107)

ÛãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ ÌÈËÉÀÍÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÅÓ ÛÄÓÀÞËÏ ×ÏÒÌÀÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ gik(x⃗)

ÌÄÔÒÉÊÉÓÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÛÄÌÃÄÂ ÓÉÓÔÄÌÀÓ:

∂lgik(x⃗) + ∂iglk(x⃗) + ∂kgil(x⃗) = 0. (108)

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÄÓ ÓÉÓÔÄÌÀ ÀÃÅÉËÀÃ ÉáÓÍÄÁÀ ÃÀ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

g11(x⃗) = σx2 + α1x2 + γ1; (109)

g22(x⃗) = σx1 + α2x1 + γ2; (110)

g12(x⃗) = −1

2
(2σx1x2 + α1x1 + α2x2) + γ3, (111)

ÓÀÃÀÝ σ, α1,2, γ1,2,3 ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ.
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ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÌÀÙÀËÉ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÛÄÓÀÞËÏ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉ

ÌÉÄÊÖÈÅÍÄÁÉÀÍ E(2) ÖÍÉÅÄÒÓÀËÖÒ ÀËÂÄÁÒÀÓ ÃÀ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉ ÉÚÏ×À ÏÈá ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË

ÊËÀÓÀÃ:

q(1)+ = △+ Ci∂i +B; (112)

q(2)+ = P 2
1 + γP 2

2 + Ci∂i +B, γ ̸= 1; (113)

q(3)+ = {J, P1}+ γ△+ Ci∂i +B; (114)

q(4)+ = J2 + βP 2
1 + γ△+ Ci∂i +B, (115)

ÓÀÃÀÝ J, P1,2- ÌÏÁÒÖÍÄÁÉÓÀ ÃÀ ÔÒÀÍÓËÀÝÉÉÓ ÂÄÍÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ. ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÓ ÀÌ

ÊËÀÓÄÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÈ, ÒÏÌ ãÄÒ ÄÒÈÉ, ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉ ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÖËÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ, ÃÀ

ÌÄÏÒÄ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÉÓ ÔÒÀÍÓËÀÝÉÉÓÀ ÃÀ ÌÏÁÒÖÍÄÁÉÓ ÈÀÅÉÓÖ×ËÄÁÀ.

ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ÓÀÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ

ÊÄÒÞÏßÀÒÌÏÄÁÖËÉÀÍ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÀÒÀßÒ×ÉÅ ÓÉÓÔÄÌÀÓ (x⃗ ÅÄØÔÏÒÆÄ

ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÓ ÝáÀÃÀÃ ÀÙÀÒ ÜÀÅßÄÒÈ):

∂iCk + ∂kCi +△gik − (V (1) − V (2))gik = 0; (116)

△Ci + 2∂iB + 2gik∂kV
(2) − (V (1) − V (2))Ci = 0; (117)

△B + gik∂k∂iV
(2) + Ci∂iV

(2) − (V (1) − V (2))B = 0. (118)

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÆÏÂÀÃÀÃ ÀÌÏáÓÍÀ ßÀÒÌÏÖÃÂÄÍÄËÉÀ. ÓÀàÉÒÏÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ

ÀÍÆÀÝÄÁÉ ÀÍÖ ßÉÍÀÓßÀÒÉ ÃÀÛÅÄÁÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÌÀÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÀÌÀÒÔÉÅÏÍ ÀÌÏáÓÍÀ.

ÍÀÈÄËÉÀ, ÒÏÌ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀÛÅÄÁÀ ÒÀÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÏÓ ÄÓÀÀ ÌÖÃÌÉÅÉ ÌÄÔÒÉÊÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ,

ÒÀÓÀÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÈÀ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÊËÀÓÉ (112), (113). ÀÓÄÈÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉ

ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÀ ÍÀÛÒÏÌÈÀ ÌÈÄË ÓÄÒÉÀÛÉ [32]-[39], [56].

ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÒÏÌ ÐÉÒÅÄËÉ ÊËÀÓÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ

ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÃÉÀÂÏÍÀËÖÒÉ ÌÄÔÒÉÊÀ gik = δik, ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ (116)-(118) ÉáÓÍÄÁÀ

ÆÏÂÀÃÀÃ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÀ C1 + iC2 ≡ C ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÌáÏËÏÃ z = x1 + ix2

ÝÅËÀÃÆÄ ÃÀ ÀØÅÓ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÓÀÌßÄÅÒÉÓ ÓÀáÄ:

C(z) = az2 + bz + c, (119)

ÓÀÃÀÝ a ÍÀÌÃÅÉËÉ, áÏËÏ b ÃÀ c ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ. ÚÅÄËÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ

×ÖÍØÝÉÀÝ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ ÝáÀÃÉ, ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÓÀáÉÈ. ÌÀÂÒÀÌ ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ

31



ÌÉÙÄÁÖË ÐÏÔÄÍÝÉÀËÛÉ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÝÅËÀÃÈÀ R-ÂÀÍÝÀËÄÁÀ [41] ÄËÉ×ÓÖÒ (ÒÏÝÀ

a ̸= 0, b = 0), ÐÀÒÀÁÏËÖÒ (ÒÏÝÀ b ̸= 0, a = 0) ÀÍ ÐÏËÀÒÖË (ÒÏÝÀ b = c = 0, a ̸= 0)

ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÛÉ. ÓÉÔÖÀÝÉÀ, ÒÏÝÀ a ̸= 0, b ̸= 0, ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÐÉÒÅÄËÆÄ z ÝÅËÀÃÉÓ

ÌÖÃÌÉÅÉ ÓÉÃÉÃÉÈ ßÀÍÀÝÅËÄÁÉÈ z → z − b/2a. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÀ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ R(1) ÃÀ R(2) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÃÀ ri ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ßÒ×ÉÅ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÀÓ [33]:

R(i) = (H(i))2 + ηH(i) + r(i), [H(i), ri] = 0, i = 1, 2. (120)

ÓÀÃÀÝ η = const.

(113) ÌÄÏÒÄ ÊËÀÓÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ γ = 0,

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ (116)-(118) ÀÂÒÄÈÅÄ ÉáÓÍÄÁÀ ÆÏÂÀÃÀÃ [34]. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÀÃÂÉËÉ ÀÒÀÀ ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ, ÃÀ ÒÏÂÏÒÝ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÈ ÌÄÏÈáÄ

ÒÉÂÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÀÒ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ Ö×ÒÏ ÃÀÁÀËÉ ÒÉÂÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÆÄ.

ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÉÈ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÃÀ ÌÃÉÃÀÒÉ ÀÙÌÏÜÍÃÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÃÄÓÀÝ ÌÄÏÒÄ ÊËÀÓÉÓ

ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÛÉ γ = −1, ÀÍÖ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ äÉÐÄÒÁÏËÖÒÉ (ËÏÒÄÍÝÉÓ) ÌÄÔÒÉÊÉÈ

gik = diag(1,−1). ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÊÄÒÞÏ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ

[37], [64]. ÀÌ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÄÒÈÉ ÓÐÄÝÉ×ÉÊÖÒÉ ÊËÀÓÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓÀ ÌÉÙÄÁÖËÉ

ÉØÍÀ Ä. ß. ÌÏÁÒÖÍÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÃÀÚÅÀÍÉËÉ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ

ÏÒÉ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖË ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÀÓ:

q− = (q+)† = q+l (σ3)lkq̃
−
k = (−∂l +Wl(x⃗))(σ3)lk(−∂k + W̃k(x⃗)), (121)

ÓÀÃÀÝ W (x⃗), W̃ (x⃗) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ (ÓÖÐÄÒÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ), áÏËÏ σ3 ÊÉ

- ÐÀÖËÉÓ ÌÀÔÒÉÝÀ. ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÄÓ ×ÏÒÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ

ÖÌÀÒÔÉÅÄÓÉ ÄËÉÐÔÉÊÖÒÉ ÌÄÔÒÉÊÉÓ ÌØÏÍÄ ÃÀÚÅÀÍÀÃÉ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ. ÀÌ

ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ (121) ×ÏÒÌÀÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒ ÓÉÓÔÄÌÄÁÀÌÃÄ,

ÒÏÌËÄÁÛÉÝ ÀÃÂÉËÉ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖË ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ. ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ

ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ (121) ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÄÁÖËÉ ÉØÍÀÓ ÏÒÉ ÐÉÒÅÄËÉ

ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÀÔÒÉÝÖËÉ ÓÖÐÄÒäÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ

ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉÓ Ä. ß. ÛÄßÄÁÄÁÉÈ: ÄÓ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉÀ σ3 ÌÀÔÒÉÝÉÈ

ÖÍÉÔÀÒÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ.

ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÀÅÉÓ ÃÀÒÜÄÍÉË ÍÀßÉËÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ (116)-(118) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ

ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏáÓÍÀ ËÏÒÄÍÝÉÓ ÌÄÔÒÉÊÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÌÉÓÂÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÛÄÃÄÂÄÁÉ.
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§2.2 ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏáÓÍÀ ËÏÒÄÍÝÉÓ

ÌÄÔÒÉÊÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ

ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [35]-[36] ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ

q+ = ∂21 − ∂22 + Ci∂i +B (122)

ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ ÌÀÒÔÉÅÃÄÁÀ x± = x1 ± x2 ÝÅËÀÃÄÁÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÈ. ÊÄÒÞÏÃ, (116)

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÀ C1∓C2 ≡ C± ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÌáÏËÏÃ

ÄÒÈ ÀÒÂÖÌÄÍÔÆÄ:

C+ = C+(x+), C− = C−(x−) (123)

ÃÀ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÓáÅÀÏÁÀ ÔÏËÉÀ:

V (1) − V (2) = C ′
−(x−) + C ′

+(x+). (124)

ÀÌ ÏÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÒÜÄÍÉËÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ (117)-(118) ÀÃÅÉËÀÃ

ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÄÒÈ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ:

∂−(C−F (x−, x+)) = −∂+(C+F (x−, x+)), (125)

ÓÀÃÀÝ

F (x−, x+) ≡ F1(x+ + x−) + F2(x+ − x−), ∂2−F = ∂2+F, (126)

áÏËÏ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ V (1),(2)(x⃗) ÃÀ ×ÖÍØÝÉÀ B(x⃗) ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÀ C±(x±) ÃÀ F1(2x1), F2(2x2)

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ:

V (1),(2) = ±1

2
(C ′

− + C ′
+) +

1

8
(C2

+ + C2
−) +

1

4
(F2(x+ − x−)− F1(x+ + x−)); (127)

B =
1

4
(C+C− + F1(x+ + x−) + F2(x+ − x−)). (128)

ÈÀÅÉÓÉ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ (125) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÓÀÊÌÀÏÃ

ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ: ÌÀÓÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÝÅËÀÃÈÀ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÀÆÄ. ÌÀÈÉ ÀÌÏáÓÍÉÓ ÒÀÉÌÄ

ÆÏÂÀÃÉ ÌÄÈÏÃÉ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÒÏÂÏÒÝ ßÄÓÉ, ÀÓÄÈÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÉáÓÍÄÁÀ C± ÀÍ F (x⃗)

×ÖÍØÝÉÄÁÉÃÀÍ ÒÏÌÄËÉÌÄÓ ßÉÍÀÓßÀÒÉ ÌÏÝÄÌÉÈ. ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ ÂÀÌÏÍÀÊËÉÓÉÓ

ÓÀáÉÈ, ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉ ÀÙÌÏÜÍÃÀ ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏáÓÍÀ.
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ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ C± ×ÖÍØÝÉÄÁÉÃÀÍ ÄÒÈ ÄÒÈÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ, ÅÈØÅÀÈ C− = 0 (ÛÄÌÈáÅÄÅÀ

C+ = 0 ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ). ÌÀÛÉÍ (125) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ F = ϕ(x−)/C+(x+). ÄÓ

×ÖÍØÝÉÀ ÖÍÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ (126) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ:

ϕ′′(x−)

ϕ(x−)
=
C ′′

+(x+)

C+(x+)
= const. (129)

ÀØÄÃÀÍ ÅÐÏÖËÏÁÈ C+(x+) ×ÖÍØÝÉÀÓ, áÏËÏ ÛÄÌÃÄÂ F1(2x1), F2(2x2) ×ÖÍØÝÉÄÁÓ:

C+(x+) =
1

δ1 exp(
√
λx+) + δ2 exp(−

√
λx+)

; (130)

F1,2(2x) = δ1σ1,2 exp(2
√
λx) + δ2σ2,1 exp(2

√
−2λx). (131)

ÛÄÀÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, V (1),(2) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀ ÃÀ B(x⃗) ÓÀÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÂÅÄØÍÄÁÀ:

V (1),(2) = (132)

B = (133)

ØÅÄÌÏÈ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ, ÒÏÝÀ C−C+ ̸= 0. ÀÌ ÃÒÏÓ (125) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ:

F = L(

∫
dx+
C+

−
∫
dx−
C−

)/C−C+, (134)

ÓÀÃÀÝ L ×ÖÍØÝÉÀ ÖÍÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ (126) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ. ÀÌÉÓÀÈÅÉÓ Ö×ÒÏ ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ

ÀáÀËÉ ÖÝÍÏÁÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÏÔÀÍÀ A′
±(x±) ≡ 1/C±(x±) ÃÀ (134)-ÉÓ (126)-ÛÉ ÜÀÓÌÉÓ

ÛÄÌÃÄÂ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ L ÃÀ A± ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ

ÌÉÌÀÒÈ:

(
A+

′′′

A+
′ − A−

′′′

A−
′ )L(A+ −A−) + 3(A+

′′ +A−
′′)L′(A+ −A−) + (A+

′2 −A−
′2)L′′(A+ −A−) = 0. (135)

×ÖÍØÝÉÀ A± ÅÄÞÄÁÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ:

A+
′2(x+) =M+(A+), A−

′2(x−) =M−(A−), (136)

ÓÀÃÀÝ M± ãÄÒãÄÒÏÁÉÈ ÖÝÍÏÁÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ (135) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ

ÓÀáÄÓ:

L(A+ − A−)[M−
′′(A−)−M+

′′(A+)] + 2L′′(A+ − A−)[M−(A−)−M+(A+)]−

−3L′(A+ − A−)[M−
′(A−) +M+

′(A+)] = 0. (137)
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ÈÖ ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÓ:

x1 → A−; x2 → A+; V1 →M−;

V2 →M+; V12 → L(A− − A+),

ÌÀÛÉÍ ÉÓ ÆÖÓÔÀÃ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÉØÍÀ ÍÀÛÒÏÌÛÉ [] ÃÀ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÌÉÓÉ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏáÓÍÀ. (ÄÓ ÀÌÏáÓÍÀ

ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÃÀÌÀÔÄÁÀ A-ÛÉ).

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (137) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏáÓÍÀ ÉÞËÄÅÀ L(A− − A+) ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ ÃÀ A±(x±) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ. ÄÓ ÛÄÃÄÂÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÚÏÈ ÛÅÉÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË ÅÀÒÉÀÍÔÀÃ:

I. L(A+ − A−) = const, A′2
±(x±) = aA2

± + bA± + c; (138)

II. A′2
− = a2 exp(2λA−) + b2 exp(λA−) + c, A′2

+ = a1 exp(−2λA+) + b1 exp(−λA+) + c,

L(A+ − A−) = a exp(λ(A+ − A−)); (139)

III. A′
−
2
= a1δ

2 exp(−4λA−)− b1σ
2 exp(4λA−) + a2δ exp(−2λA−)− b2σ exp(2λA−) + k,

A′
+
2
= a1σ

2 exp(−4λA+)− b1δ
2 exp(4λA+) + a2σ exp(−2λA+)− b2δ exp(2λA+) + k,

L(A− − A+) =
a

(σ exp(λ(A− − A+))− δ exp(−λ(A− − A+)))2
; (140)

IV. A′
±
2
=

4∑
k=0

akA
k
±, L(A− − A+) =

n

(A− − A+)2
; (141)

V. A−
′2 = aσ exp(−2λA−)− bδ exp(2λA−) + c,

A+
′2 = aδ exp(−2λA+)− bσ exp(2λA+) + c,

L(A− − A+) =
δ exp(λ(A− − A+)) + σ exp(−λ(A− − A+)) + γ

(δ exp(λ(A− − A+))− σ exp(−λ(A− − A+)))2
; (142)

V I. A−
′2 = aA−, A′

+
2
(x+) = −aA+, L(A− − A+) = b(A− − A+) + c; (143)

V II. A′2
± = aA2

± + bA± + c, L(A− − A+) = n+
m

(A− − A+)2
. (144)

ÀÌ ×ÏÒÌÖËÄÁÛÉ ÚÅÄËÀ ÀÓÏ L ÃÀ A-Ó ÂÀÒÃÀ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÌÖÃÌÉÅÀÓ.

ÀÌ ÅÀÒÉÀÍÔÄÁÉÃÀÍ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÖÊÅÄ ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ. ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ ÊÉ F (x⃗) ×ÖÍØÝÉÀ

×ÀØÔÏÒÉÆÄÁÀÃÉÀ F (x⃗) = F+(x+)F−(x−), ÌÀÛÉÍ (125) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÉáÓÍÄÁÀ

ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÂÆÉÈ, ÚÏÅÄËÂÅÀÒÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÛÄÌÏÔÀÍÉÓ ÂÀÒÄÛÄ. ÄÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ÌÏÚÅÀÍÉËÉÀ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [33], [35], [39]. (134) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, F (x⃗)

×ÖÍØÝÉÀ ×ÀØÔÏÒÉÆÄÁÀÃÉÀ, ÈÖ ×ÀØÔÏÒÉÆÄÁÀÃÉÀ ×ÖÍØÝÉÀ L ÃÀ ÀÌ ÅÀÒÉÀÍÔÓ ÜÀÌÏÈÅËÉË
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ÅÀÒÉÀÍÔÄÁÉÃÀÍ ÀÒ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ. ÄÓÀÀ I ÃÀ II ÅÀÒÉÀÍÔÉ, ÀÂÒÄÈÅÄ III ÅÀÒÉÀÍÔÉ, ÒÏÝÀ

δσ = 0. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ VI ÃÀ VII ÅÀÒÉÀÍÔÄÁÉ ÌÀÈÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ

ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍáÉËÖËÉÀ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [35], [39].

ÅÀÒÉÀÍÔÉ III δσ ̸= 0.

A± ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÖËÉÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ, ÀÌÉÔÏÌ ÀÌ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÌÖÃÌÉÅÉ ÓÉÃÉÃÄÄÁÉÈ ÔÒÀÍÓËÀÝÉÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÅÀÙßÉÏÈ

ÔÏËÏÁÀÓ δ = σ = 1. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÀáÀËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÏÔÀÍÉÈ U± = exp(−2λA±) ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÜÀÅßÄÒÏÈ, ÒÏÌ:

C± = m
U±

U ′
±
, F =

U ′
−U

′
+

(U+ − U−)2
, U ′

±
2
=

4∑
n=0

d̃nU
n
± ≡ P4(U±). (145)

(áÖÈÉ ÌÖÃÌÉÅÀ a1, b1, a2, b2, k (140) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ ÛÄÝÅËÉËÉÀ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÈ d̃n, n = 0, ..., 4.)

ÅÀÒÉÀÍÔÉ IV.

C± =
1

A′
±
, F (x⃗) =

A′
−A

′
+

(A− − A+)2
, A′

±
2
=

4∑
k=0

akA
k
±, (146)

(145) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÝÅËÉËÄÁÀ U± → n+mU±, ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

C± =
n+mU±

U ′
±

, F =
U ′
−U

′
+

(U+ − U−)2
, U ′

±
2
=

4∑
n=0

dnU
n
± ≡ P4(U±). (147)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÅÀÒÉÀÍÔÉ IV (146) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÅÀÒÉÀÍÔÉ III-ÉÓ (147) ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ.

ÅÀÒÉÀÍÔÉ V.

ÀØ ÓÀàÉÒÏÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÏÒÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÝÀË-ÝÀËÊÄ i) δσ ̸= 0 ÃÀ ii) δσ = 0. ÉÓÄÅÄ

ÒÏÂÏÒÝ ßÉÍÀ ÅÀÒÉÀÍÔÛÉ, A± ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÓÀ×ÄÒÉÓÉ ÌÖÃÌÉÅÉ ÓÉÃÉÃÉÈ ßÀÍÀÝÅËÄÁÉÈ i)

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÏÈ δ, σ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÈ δ =

σ = 1 ÀÍ δ = −σ = 1, ÒÀÝ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ δσ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÓÀßÚÉÓ ÍÉÛÀÍÆÄ. δ = σ = 1 ÃÒÏÓ

ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ ÀáÀËÉ ×ÖÍØÝÉÀ U± = exp(−2λA±), áÏËÏ ÒÏÝÀ δ = −σ = 1

×ÖÍØÝÉÀ U± = ± exp(−2λA±). ÌÀÛÉÍ δ, σ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÛÄÓÀÞËÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

C± ÃÀ F (x⃗) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉ, ÜÀßÄÒÉËÉ U± ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÃÀ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÈÅÉÈÏÍ U± ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄÀ, ÀÍÖ ÄÓ ÏÒÉ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÉÞËÄÅÀ ÄÒÈÃÀÉÌÀÅÄ ÛÄÃÄÂÓ. ÊÄÒÞÏÃ:

i)

C± = k
U±

U ′
±
, F = k1

U ′
+U

′
−

(U+ − U−)2
+ k2

U ′
+U

′
−(U+ + U−)√

U+U−(U+ − U−)2
,

U ′2
± = aU3

± + bU2
± + cU± ≡ P3(U±), (148)
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ÓÀÃÀÝ a, b, c, k, k1, k2 ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ a, b, c ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÉÀÍ

(142)-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓÀÂÀÍ. ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ ÉÓ ×ÀØÔÉ, ÒÏÌ C±

ÃÀ F ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÍÌÓÀÆÙÅÒÄËÉ (148) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉ ÀÒ ÉÝÅËÄÁÀ U± ↔ 1/U±

ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓÀÓ. ÄÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ ÊÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ (148) ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ

a↔ c ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÌÏÝÀÍÀ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉÀ a↔ c ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÓÉÔÖÀÝÉÀ a, b, c ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓ ÓáÅÃÀÓáÅÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÖÊÅÄ ÉÚÏ ÂÀÍáÉËÖËÉ.

ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÒÏÝÀ abc ̸= 0 ÃÀ P3(U±) ÐÏËÉÍÏÌÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ

×ÄÓÅÄÁÉ, ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÉØÍÀ [35]-ÛÉ. ÛÄÌÈáÅÄÅÀ a = 0, bc ̸= 0 ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ

ab ̸= 0, c = 0 ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÃÀ ÉÂÉ ÂÀÍáÉËÖËÉÀ [37], [56], [57]-ÛÉ. ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÉ

a = b = 0 ÃÀ a = c = 0 ÀÂÒÄÈÅÄ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÄÁÉÀ ÃÀ ÉÞËÄÅÉÀÍ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ

ÂÀÍÝÀËÄÁÀÃÉ ÝÅËÀÃÄÁÉÈ. ÓÉÔÖÀÝÉÀ, ÒÏÃÄÓÀÝ b = 0, ac ̸= 0, ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÐÏËÉÍÏÌÓ

P3(U±) ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ×ÄÓÅÄÁÉÈ. ÄÓ ÀÌÏÝÀÍÀ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÉØÍÀ [37], [64]-ÛÉ, ÓÀÃÀÝ

ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ áÏÒÝÉÄËÃÄÁÀ ÌÏÁÒÖÍÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÃÀÚÅÀÍÀÃÉ

ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÈ. ÊÄÒÞÏÃ, [64]-ÛÉ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓÀÓ C±(x±) ÖÍÃÀ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

C ′
±
2
= αC4

± + βC2
± + γ, (149)

ÓÀÃÀÝ α, β, γ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ. (148)-ÃÀÍ C±(x±) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ

ÜÀÓÌÉÈ (149)-ÛÉ ÀÃÅÉËÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÈ, ÒÏÌ ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÃÀ

α, β, γ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÉÀÍ a, b, c, k ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÈ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (148) ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ

ÃÀÚÅÀÍÀÃ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÂÀÒÃÀØÌÍÀÓ ÃÀ ÌÀÓ ÀØ ÀÙÀÒ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ.

ii) δ = 0, σ ̸= 0(δ ̸= 0, σ = 0 ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ.) Ö×ÒÏ ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ

ÀÙÍÉÛÅÍÀ exp(∓2λA+) ≡ U±. ÂÅÄØÍÄÁÀ:

C± = ±pU±

U ′
±
, F = n1

U ′
−U

′
+√

U−U+

+ n2U
′
−U

′
+,

U−
′2 = dU2

− + a−U−, U+
′2 = dU2

+ + a+U+. (150)

ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÃÀÍ U± ÜÀÉßÄÒÄÁÀ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÛÉ ÝáÀÃÉ, ÀÍÀËÉÔÉÊÖÒÉ

×ÏÒÌÉÈ ÃÀ ÃÀÅÉÍÀáÀÅÈ, ÒÏÌ ÄÓ ÅÀÒÉÀÍÔÉ ÄÌÈáÅÄÅÀ [35], [39]-ÛÉ ÂÀÍáÉËÖË

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ.

ÆÄÌÏÈ ÈØÌÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÀáÀËÉ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÉØÍÀÍ ÌáÏËÏÃ (147) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÃÀÍ. ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÌÏÅÉÚÅÀÍÈ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÓ ÓáÅÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉÝ. áÀÆÉ ÖÍÃÀ ÂÀÄÓÅÀÓ ÉÌ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀÓ,
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ÒÏÌ ÀÌÏáÓÍÉÓ ÐÒÏÝÄÓÛÉ C± i F ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÉÓ ÌÉÆÍÉÈ,

ÜÅÄÍ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÄÁÉÓ ÛÄÝÅËÀÓ ÄÒÈÉ ÌÖÃÌÉÅÀÈÉ ÃÀ

ÀÌÀÓ ÝÀËÊÄ ÀÒ ÀÅÙÍÉÛÍÀÅÈ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ, ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÀÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË

ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ, C±, F ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÁÏËÏÏ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÛÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÂÀÍÌÄÏÒÃÄÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÌÀÈ ÀÒ ÀØÅÈ ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ ÀÒÀÅÉÈÀÒÉ ÊÀÅÛÉÒÉ, ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÛÉ ÊÉ ÄÒÈÉÃÀÉÌÀÅÄ ÀÃÉÔÉÖÒ ÌÖÃÌÉÅÄÁÓ ÂÀÃÀÅÀÂÃÄÁÈ.

§2.3 ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ

ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÉÉÙÄÁÉÀÍ (147)

×ÏÒÌÖËÄÁÉÃÀÍ. ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÃÀÚÏ×À ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÃ.

1) ÐÏËÉÍÏÌ P4(U±) ÀØÅÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ ×ÄÓÅÄÁÉ, ÀÍÖ U ′2
± = (U±−u0)2(d4U2

±+n1U±+u2).

ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÝÅËÉËÄÁÀ U± → u0+1/Z±, ÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÀÝ (147) ×ÏÒÌÖËÄÁÉ ÀÓÄ ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ:

C± = −
(n+mu0)Z

2
± +mZ±

Z ′
±

, F =
Z ′

+Z
′
−

(Z+ − Z−)2
, Z ′2

± = d4 + n1Z± + λ2Z2
±. (151)

1a) λ ̸= 0. (151) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ßÀÍÀÝÅËÄÁÀ Z± : Z± → Z±−n1/2λ
2. ÂÅÄØÍÄÁÀ:

C± =
aZ2

± + bZ± + c

Z ′
±

, F =
Z ′

+Z
′
−

(Z+ − Z−)2
, (152)

Z± = σ± exp(λx±) + δ± exp(−λx±), σ+δ+ = σ−δ−. (153)

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ δ+ ̸= 0, ÌÀÛÉÍ σ+ = σ−δ−/δ+ ÃÀ Z± ×ÖÍØÝÉÉÓ F-ÛÉ ÜÀÓÌÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

F ∼ δ−
(δ− exp(λx2)− δ+ exp(−λx2))2

− σ−
(σ− exp(λx1)− δ+ exp(−λx1))2

. (154)

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ ÄØÍÄÁÀÈ ÓÀáÄ:

V (1),(2) =
a

8λ2
(Z2

− + Z2
+) +

a

2
(k ± 1)(Z− + Z+) + λ2(aσ−δ− +

c

4
)(k ∓ 1)

(
Z−

Z ′2
−
+
Z+

Z ′2
+

)
+

+
1

2

(
4aσ2

−δ
2
− + (4λ4k2 + 2ac∓ 8λ4k)σ−δ− +

c2

4

)(
1

Z ′2
−
+

1

Z ′2
+

)
+

+p

(
δ−

(δ− exp(λx2)− δ+ exp(−λx2))2
+

σ−
(σ− exp(λx1)− δ+ exp(−λx1))2

)
. (155)
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ÀÅÙÍÉÛÍÏÈ ÀÌ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, a ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÊÄÒÞÏ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ a = 0 ÄÓ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖË

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ:

V (1)(b+ 4λ2) = V (2)(b) (156)

ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÓáÅÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÒÏÝÀ a = c = 0, b = 4λ2c = 0

ÀÍ b = 2λ2, c = 4λ2
√
σ−δ− ÄÒÈ-ÄÒÈ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒ V (1) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÛÉ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ

ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÛÉ ÊÉ ÀÒÀ.

1b) λ = 0, n1 ̸= 0.

(147) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ Z± → Z± − d4/n1 ßÀÍÀÝÅËÄÁÀ ÉÞËÄÅÀ Z ′2
± = n1Z± ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ Z± = n1x
2
±/4. ÜÀÅÓÅÀÈ ÄÓ C± ÃÀ F ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÛÉ, ÂÅÄØÍÄÁÀ:

F1(2x) = −F2(2x) =
q

x2
, C± = q3x

3
± + q2x± +

q1
x±
, (157)

áÏËÏ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÀ

V (1),(2) =
q23
8
(x6− + x6+) +

q2q3
4

(x4− + x4+) +
1

8
(q22 + 2q1q3 ± 12q3)(x

2
− + x2+) +

+
1

8
(q21 ∓ 4q1)

(
1

x2−
+

1

x2+

)
− q

4

(
1

x21
+

1

x22

)
± 4q2. (158)

(149) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ (152) ÃÀ (157) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÃÀÍ C± ×ÖÍØÝÉÉÓ ÜÀÓÌÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÈ, ÒÏÌ ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ. ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÄÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ

ÀÒ ÌÉÉÙÄÁÀ ÃÀÚÅÀÍÀÃÉ ÓÖÐÄÒÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ [37].

1c) n1 = λ = 0.

ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ Z± ∼ x± + const. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

C± = ax2± + bx± + c, F2(2x2) =
k

x22
, F1(2x1) = 0 (159)

ÃÀ ÛÄÓÀÌÀÁÉÓÀÃ ÐÏÔÄÍÝÉÄËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

V (1),(2) =
a2

8
(x4− + x4+) +

ab

4
(x3− + x3+) +

1

4
(b2 + 2ac)(x21 + x22) +

1

2
(bc± 2a)x1 +

k

4x22
± b. (160)

ÀÓÄÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÉØÍÀ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [35], [39].

2) P4(U) ÐÏËÉÍÏÌÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ãÄÒÀÃÉ ×ÄÓÅÄÁÉ.

ÉÓÄÅ ÂÅÀØÅÓ ÏÒÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ:

2a) d4 = 0.
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ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÃÀÒÙÅÄÅÉÓ ÂÀÒÄÛÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ, ÒÏÌ d3 = 4. U± ×ÖÍØÝÉÉÓ

ßÀÍÀÝÅËÄÁÉÈ ÌÖÃÌÉÅÉ ÓÉÃÉÃÉÈ: U± → U± − d2/12 ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ

ÙÄÁÖËÏÁÓ ÓÀáÄÓ U ′2
± = 4U3

±−g2U±−g3. ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÊÉ ÀÒÉÓ ÅÄÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ
×ÖÍØÝÉÀ ℘(x±) [59], ÀÌÉÔÏÌÀÝ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÉØÍÄÁÀ U±(x±) = ℘(x±) − d2/12.

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÓÀÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÏ C± ÃÀ F ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

C± =
a+ b℘

℘′ , F =
℘′(x+)℘

′(x−)

(℘(x+)− ℘(x−))2
= ℘(2x1)− ℘(2x2). (161)

2b) d4 ̸= 0.

ÀÒÀßÒ×ÉÅÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ U± = (αZ± + β)/(γZ± + ρ) ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ U ′2
± =

P4(U±) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÉÚÅÀÍÏÈ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ Z ′2
± = 4Z3

± − g2Z± − g3. ÀÍÖ Z± = ℘(x±)- ÉÓÄÅ

ÅÄÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ C±, F ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

C± =
a℘2(x±) + b℘(x±) + c

℘′(x±)
, F =

U ′
+U

′
−

(U+ − U−)2
∼

Z ′
+Z

′
−

(Z+ − Z−)2
= ℘(2x1)− ℘(2x2). (162)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ 2a) ÀÒÉÓ 2b)-Ó ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ.

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÀ:

V (1),(2) =
a(a± 8)

32
(℘(x−) + ℘(x+)) +

1

32

3∑
i=1

Ai(Ai ∓ 8)(℘(x+ + ωi) + ℘(x− + ωi)) +

+n(℘(2x1) + ℘(2x2)). (163)

ÓÀÃÀÝ ω1 = ω, ω2 = ω + ω′, ω3 = ω′ ÃÀ ω, ω′-ÅÄÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀáÄÅÀÒÐÄÒÉÏÃÄÁÉÀ,

áÏËÏ

Ai(a, b, c) =
c+ bei + ae2i

H2
i

, (164)

H2
l = (el − em)(el − en) = 2e2l +

g3
4el

= 3e2l −
g2
4
, (165)

(l,m, n = 1, 2, 3, l ̸= m, l ̸= n,m ̸= n). (166)

(ei ÀÒÉÓ 4e3 − g2e − g3 = 0 ÊÖÁÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ×ÄÓÅÄÁÉ.) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ (163)

ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÀ ÅÄÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓÀ ÃÀ ÌÉÓÉ

×ÄÓÅÄÁÉÓ ÆÏÂÉÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ, ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ ÒÏÂÏÒÉÝÀÀ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ:

℘(x+ ωα) = eα +
H2

α

℘(x)− eα
, α = 1, 2, 3;

3∑
i=1

ei
H2

i

= 0. (167)
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ØÅÄÌÏÈ ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÓáÅÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉÝ. ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ ÉÓÉÍÉ

ÀÃÒÄ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÉØÍÀ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ ÓÒÖËÉÀÃ ÓáÅÀ ÂÆÉÈ [35], [57], [58].

ÅÀÒÉÀÍÔÉ V.

ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ ÉÚÏ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÂÅÀØÅÓ ÏÒÉ ØÅÄÅÀÒÉÀÍÔÉ i) ÃÀ ii), ÒÏÌËÄÁÉÝ ÈÀÅÉÓ

ÌáÒÉÅ ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ ÊÉÃÄÅ ÃÀÅÚÏÈ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÀÃ.

i)

1. P3(U±) ÐÏËÉÍÏÌÓ ÀØÅÓ ãÄÒÀÃÉ ×ÄÓÅÄÁÉ.

1a) a ̸= 0, b = c = 0. (148) ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ U± ∼ x−2
± ÃÀ C± ∼

x±. ÄÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÃÝÅËÀÃÉÀÍ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÌÀÈ ÀÒ

ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ.

1b) a ̸= 0, bc ̸= 0. ÌÀÛÉÍ (148)-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ ÄØÍÄÁÀ ÓÀáÄ:

U ′2
± = aU±(U± − u0)

2, ÓÀÃÀÝ u0 ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ ÌÖÃÌÉÅÀÀ. ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ

U± = q

(
σ± exp(λx±) + δ± exp(−λx±)
σ± exp(λx±)− δ± exp(−λx±)

)2

≡ Z2
± (168)

ÃÀ (148)-ÃÀÍ ÅÐÏÖËÏÁÈ, ÒÏÌ:

C± = k(σ2
± exp(2λx±)− δ2± exp(−2λx±)),

F = 4k1
Z ′

+Z
′
−Z+Z−

(Z2
+ − Z2

−)
2
+ 4k2

Z ′
+Z

′
−(Z

2
+ + Z2

−)

(Z2
+ − Z2

−)
2

= k̃1
Z ′

+Z
′
−

(Z+ − Z−)2
+ k̃2

Z ′
+Z

′
−

(Z+ + Z−)2
=

=
4q1

(σ+σ− exp(2λx1) + δ+δ− exp(−2λx1))2
+

4q2
(σ+δ− exp(2λx1)− δ+σ− exp(−2λx1))2

, (169)

áÏËÏ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÀ:

V (1),(2) = ±kλ[σ2
+ exp(2λx+) + δ2+ exp(−2λx+) + σ2

− exp(2λx−) + δ2− exp(−2λx−)] +

+
k2

8

(
[σ2

+ exp(2λx+)− δ2+ exp(−2λx+)]
2 + [σ2

− exp(2λx−)− δ2+ exp(−2λx−)]
2

)
+

+
q2

[σ+δ− exp(2λx2)− δ+σ− exp(−2λx2)]2
− q1

[σ+σ− exp(2λx1) + δ+δ− exp(−2λx1)]2
. (170)

1c) a = 0, b ≡ λ2, c ̸= 0.

U± ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÂÅÀØÅÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ

U ′2
± = λ2U2

± + 2cU±, (171)

ÒÏÌËÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÅÄÞÄÁÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÒÖË ÊÅÀÃÒÀÔÓ U± ≡ Z2
±. (171)-ÛÉ ÜÀÓÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ

ÀÃÅÉËÀÃ ÅÉÐÏÅÉÈ, ÒÏÌ

Z± = σ± exp(λx±) + δ± exp(−λx±), σ+δ+ = σ−δ−, c = 2λ2σ±δ± (172)
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ÈÖ ÃÀÅÖÛÅÄÁÈ, ÒÏÌ δ+ ̸= 0 ÃÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÀÅÈ σ+ = σ−δ−/δ+, ÌÀÛÉÍ F1(2x1), F2(2x2)

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

F1 =
4σ−k1

(σ− exp(λx1/2) + δ+ exp(−λx1/2))2
+

4σ−k2
(σ− exp(λx1/2)− δ+ exp(−λx1/2))2

, (173)

F2 =
4δ−k1

(δ− exp(λx2/2)− δ+ exp(−λx2/2))2
+

4δ−k2
(δ− exp(λx2/2) + δ+ exp(−λx2/2))2

. (174)

ÈÖ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ×ÏÒÌÖËÀÛÉ ÜÀÅÓÅÀÌÈ (173), (174) ÃÀ C± = kλ2Z±/Z
′
±, ÓÀÃÀÝ Z±

ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ (172)-ÃÀÍ, ÂÅÄØÍÄÁÀ:

V (1),(2) = −2k(k ∓ 1)σ−δ−λ
2

[
δ2+

(σ−δ− exp(λx+/2) + δ2+ exp(−λx+/2))2
+

+
1

(σ− exp(λx−/2) + δ− exp(−λx−/2))2

]
+

+
δ−k1

(δ− exp(λx2/2)− δ+ exp(−λx2/2))2
+

δ−k2
(δ− exp(λx2/2) + δ+ exp(−λx2/2))2

−

− σ−k1
(σ− exp(λx1/2) + δ+ exp(−λx1/2))2

− σ−k2
(σ− exp(λx1/2)− δ+ exp(−λx1/2))2

. (175)

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÀÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÍÀÈËÀÃ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ÉÓÉÍÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ×ÏÒÌÀ

ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖË ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ: V (1)(k + 1) = V (2)(k).

2. P3(U±) ÐÏËÉÍÏÌÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ãÄÒÀÃÉ ×ÄÓÅÄÁÉ.

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ U ′2
± = aU3

± + bU2
± + cU±, ÓÀÃÀÝ a ̸= 0 ÌÖÃÌÉÅÀ a ÛÄÉÞËÄÁÀ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ

ÜÀÅÈÅÀËÏÈ 4-ÉÓ ÔÏËÀÃ, áÏËÏ b ÛÄÅÝÅÀËÏÈ 12b-ÈÉ. ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

U ′2
± = 4U3

± + 12bU2
± + cU±. (176)

ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ßÀÍÀÝÅËÄÁÀ U± → U± − b, ÌÀÛÉÍ:

U ′2
± = 4U3

± + (c− 12b2)U± + 8b3 − cb. (177)

ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ: c− 12b2 ≡ −g2, 8b3 − cb ≡ −g3, Ä. É. b ÌÖÃÌÉÅÀ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÀ U±

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ:

4b3 − g2b− g3 = 0, U ′2
± = 4U3

± − g2U± − g3. (178)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (176) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ:

U±(x±) = ℘(x±)− ei, i = 1, 2, 3. (179)

ÓÀÃÀÝ ei (178) ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÐÉÒÅÄËÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ×ÄÓÅÄÁÉÀ.
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C±(x±) ÃÀ F (x⃗) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

C± =
℘(x±)− ei
℘′(x±)

, i = 1, 2, 3, (180)

F = k1
℘′(x+)℘

′(x−)

(℘(x+)− ℘(x−))2
+ k2

℘′(x+)℘
′(x−)(℘(x+) + ℘(x−)− 2ei)√

(℘(x+)− ei)(℘(x−)− ei)(℘(x+)− ℘(x−))2
≡

≡ k1K1(x⃗) + k2K2(x⃗). (181)

K1(x⃗) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÌÀÒÔÉÅÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

K1(x⃗) ∼ ℘(2x1)− ℘(2x2). (182)

ÌÄÏÒÄ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÓ K2(x⃗) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ i-ÆÄ. ÅÄÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ

×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ

K2(x⃗) ∼ ℘(x1) + ℘(x1 + ω1)− ℘(x1 + ω2)− ℘(x1 + ω3) + x1 → x2, i = 1, (183)

K2(x⃗) ∼ ℘(x1)− ℘(x1 + ω1) + ℘(x1 + ω2)− ℘(x1 + ω3) + x1 → x2, i = 2, (184)

K2(x⃗) ∼ ℘(x1)− ℘(x1 + ω1)− ℘(x1 + ω2) + ℘(x1 + ω3) + x1 → x2, i = 3. (185)

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ:

V (1),(2) =
a(a∓ 1)

2
[℘(x+ + ω2) + ℘(x− + ω2)] +

a(a± 1)

2
[℘(x+ + ω3) + ℘(x− + ω3)] +

+k[℘(2x1) + ℘(2x2)] + p[℘(x1) + ℘(x1 + ω1)− ℘(x1 + ω2)− ℘(x1 + ω3) + x1 → x2], (186)

V1,2 =
a(a∓ 1)

2
[℘(x+ + ω1) + ℘(x− + ω1)] +

a(a± 1)

2
[℘(x+ + ω3) + ℘(x− + ω3)] +

+k[℘(2x1) + ℘(2x2)] + p[℘(x1)− ℘(x1 + ω1) + ℘(x1 + ω2)− ℘(x1 + ω3) + x1 → x2], (187)

V1,2 =
a(a∓ 1)

2
[℘(x+ + ω1) + ℘(x− + ω1)] +

a(a± 1)

2
[℘(x+ + ω2) + ℘(x− + ω2)] +

+k[℘(2x1) + ℘(2x2)] + p[℘(x1)− ℘(x1 + ω1)− ℘(x1 + ω2) + ℘(x1 + ω3) + x1 → x2]. (188)

ii)

ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ U± = Z2
±. ÌÀÛÉÍ (150)-ÛÉ C± ÃÀ F ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÓÄ ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ:

C± = ∓kλ2Z±

Z ′
±
, F = n1Z

′
−Z

′
+ + n2U

′
−U

′
+, (189)

ÓÀÃÀÝ Z± ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ: Z ′2
± = λ2/4Z2

± + b±, ÒÏÌËÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÝÀÀ Z± =

σ± exp(λx±/2) + δ± exp(−λx±/2) ÃÀ (189)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

C± = ∓2kλ
σ± exp(λx±/2) + δ± exp(−λx±/2)
σ± exp(λx±/2)− δ± exp(−λx±/2)

, (190)

F = 4k1[σ+σ− exp(λx1) + δ+δ− exp(−λx1)− σ+δ− exp(λx2)− σ−δ+ exp(−λx2)] +

+4k2[σ
2
+σ

2
− exp(2λx1) + δ2+δ

2
− exp(−2λx1)− σ2

+δ
2
− exp(2λx2)− σ2

−δ
2
+ exp(−2λx2)], (191)
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áÏËÏ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ

V (1),(2) =
2k(k ± 1)λ2δ+σ+

[σ+ exp(λx+/2)− δ+ exp(−λx+/2)]2
+

2k(k ∓ 1)λ2δ−σ−
[σ− exp(λx−/2)− δ− exp(−λx−/2)]2

k2[σ
2
+σ

2
− exp(2λx1) + δ2+δ

2
− exp(−2λx1)− σ2

+δ
2
− exp(2λx2)− σ2

−δ
2
+ exp(−2λx2)]−

−k1[σ+σ− exp(λx1) + δ+δ− exp(−λx1)− σ+δ− exp(λx2)− σ−δ+ exp(−λx2)]. (192)

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÀÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ

ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ δ+σ+ = 0 ÀÍ δ−σ− = 0.

ÅÀÒÉÀÍÔÉ VI.

(143) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ A± ∼ ±x2± ÃÀ C±, F ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

C± = ±4
k

x±
, F = 4p(x42 − x41) + 4q(x22 − x21). (193)

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÊÉ ÉØÍÄÁÀ

V (1),(2) = 2k(k ∓ 1)
1

x2+
+ 2k(k ± 1)

1

x2−
+ p(x41 + x42) + q(x21 + x22). (194)

ÅÀÒÉÀÍÔÉ VII.

(144) ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÜÀÅßÄÒÏÈ ÛÄÝÅËÉËÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÈ:

A′2
± = λ2A2

± + bA± + c. (195)

a) λ ̸= 0.

(195) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ A± = σ± exp(λx±) + δ± exp(−λx±)− b/2λ2, ÓÀÃÀÝ δ−σ− =

δ+σ+. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ δ+ ̸= 0. ÌÀÛÉÍ C± ÃÀ F ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÔÏËÉ ÉØÍÄÁÀ:

C+ =
2γδ+

σ−δ− exp(λx+)− δ2+ exp(−λx+)
, C− =

2γ

σ− exp(λx−)− δ− exp(−λx−)
, (196)

F = 4αδ−(σ− exp(λx1)− δ+ exp(−λx1))2 −
4βσ−

(σ− exp(λx1)− δ+ exp(−λx1))2
−

−4ασ−(δ− exp(λx2)− δ+ exp(−λx2))2 +
4βδ−

(δ− exp(λx2)− δ+ exp(−λx2))2
(197)

ÃÀ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ:

V (1),(2) =
γ2δ2+ ∓ 2λγδ+(σ−δ− exp(λx+) + δ2+ exp(−λx+))

(σ−δ− exp(λx+)− δ2+ exp(−λx+))2
+

+
γ2 ∓ 2λγ(σ− exp(λx−) + δ− exp(−λx−))

(σ− exp(λx−)− δ− exp(−λx−))2
−

−ασ−(δ− exp(λx2)− δ+ exp(−λx2))2 +
βδ−

(δ− exp(λx2)− δ+ exp(−λx2))2
−

−αδ−(σ− exp(λx1)− δ+ exp(−λx1))2 +
βσ−

(σ− exp(λx1)− δ+ exp(−λx1))2
. (198)
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b) λ = 0, b ̸= 0.

ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ A± ∼ x2± ÃÀ C± i F :

C± =
4k

x±
, F = 4k1(x

−2
2 − x−2

1 ) + 4k2(x
2
2 − x21), (199)

áÏËÏ

V (1),(2) = 2k(k ∓ 1)

(
1

x2−
+

1

x2+

)
+ k1(x

−2
1 + x−2

2 ) + k2(x
2
1 + x22). (200)

×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÀ.

ÃÀÒÜÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ F ×ÖÍØÝÉÀ ÖÛÅÄÁÓ ×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÀÓ: F (x⃗) = F−(x−)F+(x+). ÀÌ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (125)-(126) ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÉáÓÍÄÁÀ ÃÀ ÂÅÀØÅÓ:

F± = σ± exp(λx±) + δ± exp(−λx±), C± =
4ν± ∓ 2kF ′

±

F±
. (201)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÐÏÖËÏÁÈ, ÒÏÌ

F1(2x1) = 4p(σ−σ+ exp(2λx1) + δ−δ+ exp(−2λx1)),

F2(2x2) = 4p(σ+δ− exp(2λx2) + σ−δ+ exp(−2λx2)) (202)

ÃÀ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

V1,2 = −2ν+(k ± 1)
F ′
+

F 2
+

+ 2ν−(k ∓ 1)
F ′
−

F 2
−
+

2ν2+ − 2λ2σ+δ+k(k ± 2)

F 2
+

+

+
2ν2− − 2λ2σ−δ−k(k ∓ 2)

F 2
−

+ p[σ+δ− exp(2λx2) + σ−δ+ exp(−2λx2)−

−σ−σ+ exp(2λx1)− δ−δ+ exp(−2λx1)]. (203)

§2.4 ÝÅËÀÃÈÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÍÝÀËÄÁÀ

ÒÏÂÏÒÝ ÐÉÒÅÄË ÈÀÅÛÉ ÅÍÀáÄÈ, ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÊÅÀÍÔÖÒ

ÌÄØÀÍÉÊÀÛÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÉÃÄÀ ÞÀËÉÀÍ ÐÒÏÃÖØÔÉÖËÉÀ. ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÀ ÀÒÀÀ ÓÐÏÍÔÀÍÖÒÀÃ ÃÀÒÙÅÄÖËÉ, ÌÀÛÉÍ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ

ÓÉÓÔÄÌÄÁÉ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÀ. ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ

45



ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÀÓ ÃÀ ÌÉÓÂÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ

ÛÄÃÄÂÄÁÓ. ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓÈÀÍ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÓáÅÀÏÁÀ: ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, H(1)(a) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ

ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ ÀÒ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ q+(a) ÍÖË ÌÏÃÀÓ,

ÀÌÀÓÈÀÍ E0(a) ̸= 0 ÃÀ ÊÉÃÄÅ, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒÓÄÁÏÁÃÄÓ q+(a) ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÓ ÞÀËÉÀÍ ÁÄÅÒÉ ÍÖË

ÌÏÃÄÁÉ. ÀÌ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÄÁÉÓ ÂÀÒÃÀ ÚÏÅÄËÂÅÀÒÉ ÌÏØÌÄÃÄÁÄÁÉ ÏÒÉÅÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÄÒÈÍÀÉÒÉÀ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [56] ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ

ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÆÄ ÉÞËÄÅÀ ÌáÏËÏÃ ÍÀßÉËÏÁÒÉÅ (ÊÅÀÆÉ-ÆÖÓÔÉ) ÀÌÏáÓÍÀÃ

ÌÏÃÄËÓ; áÏËÏ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ [38], [48], [57] ÛÄÉÞËÄÁÀ ÓÀÖÁÀÒÉ ÆÖÓÔÀÃ

ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÀÆÄ.

ÊÅÀÆÉ-ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÌÏÃÄËÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÛÖÀËÄÃÖÒ ÊËÀÓÓ ÆÖÓÔÀÃ

ÀÌÏáÓÍÀÃ ÃÀ ÀÍÀËÉÔÉÊÖÒÀÃ ÀÌÏÖáÓÍÀÃ ÌÏÃÄËÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÀÓÄÈÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÓ

ÉÃÄÀ ÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖËÉ ÉØÍÀ 1980-ÉÀÍ ßËÄÁÛÉ [42]-[47]. ÊÄÒÞÏÃ, ÔÖÒÁÉÍÄÒÉÓ,

ÖÛÅÄÒÉÞÉÓ ÃÀ ÛÉ×ÌÀÍÉÓ ÒÉÂ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÊÅÀÆÉ-ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ (ÆÏÂãÄÒ ÊÉ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ) ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÏÃÄËÄÁÉÓ

ÀÂÄÁÉÓ ÄËÄÂÀÍÔÖÒÉ ÀËÂÄÁÒÖËÉ ÌÄÈÏÃÉ. ÆÏÂÀÃÀÃ, ÄÓ ÌÄÈÏÃÉ, ÒÀ ÈØÌÀ

ÖÍÃÀ, ÌÖÛÀÏÁÓ ÓÖÐÄÓÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÂÀÒÄÛÄÝ, ÌÀÂÒÀÌ ÏÒÉÅÄ ÄÓ ÌÄÈÏÃÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÂÀÅÀÄÒÈÉÀÍÏÈ ÄÒÈÉ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ [47]. ÄÓ ÌÉÃÂÏÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÀÓ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÏÃÄËÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ, ÌÀÂÒÀÌ ÌáÏËÏÃ

ÂÀÌÒÖÃÄÁÖË ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÌÄÔÒÉÊÉÈ [61]. ÉÓÄÈÉ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÄÁÉÓ

ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÄÌÄÁÉÓ ÍÀßÉËÏÁÒÉÅ ÀÍ ÌÈËÉÀÍÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÓ, ÃÉÃÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ

ÀØÅÓ ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÛÉ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÀÌÏáÓÍÉÓ ÌáÏËÏÃ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÌÄÈÏÃÉ: ÝÅËÀÃÈÀ

ÂÀÍÝÀËÄÁÉÈ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÃÀÚÅÀÍÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÀÌÏÝÀÍÀÈÀ ßÚÅÉËÆÄ [41]. ÄÓ

ÌÄÈÏÃÉ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÞÀËÉÀÍ ÛÄÆÙÖÃÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ; ÉÓÄÈÉ

ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÓÒÖËÉ ÊËÀÓÉ×ÉÊÀÝÉÀ, ÒÏÌËÄÁÛÉÝ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀ

ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÀ ÄÉÆÄÍäÀÒÔÉÓ ÌÉÄÒ [62]: ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÏÈáÉ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ-ÃÄÊÀÒÔÄÓ,

ÐÏËÀÒÖËÉ, ÄËÉ×ÓÖÒÉ ÃÀ ÐÀÒÀÁÏËÖÒÉ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÛÉÝ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ

ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀ. ÝÍÏÁÉËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ÆÏÂÀÃÉ ×ÏÒÌÀ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÖÛÅÄÁÄÍ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ ÃÀ ÉÓÉÍÉ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ

ÜÀÉßÄÒÄÁÉÀÍ ÄÒÈ ÝÅËÀÃÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ.
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ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÀÌÏáÓÍÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍÀÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉ, ÈÖÊÉ ÄÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÌÉÄÊÖÈÅÍÄÁÉÀÍ

ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ. ÚÅÄËÀ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ: ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ [H,R] =

0. ÂÀÍÝÀËÄÁÀÃÝÅËÀÃÄÁÉÀÍÉ ÌÏÃÄËÄÁÉÓ ÂÀÒÃÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÊÀÒÂÀÃ ÝÍÏÁÉËÉ Ä. ß.

ÊÀËÏãÄÒÏÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ [60]. ÉÓÉÍÉ ÀÙßÄÒÄÍ ßÒ×ÄÆÄ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖË N

ÍÀßÉËÀÊÓ ÓÐÄÝÉ×ÉÊÖÒÉ ÖÒÈÉÄÒÈØÌÄÃÄÁÉÈ. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÉáÓÍÄÁÀ

ÝÅËÀÃÄÁÉÓ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÂÒÀÃÀØÌÍÉÈ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÌÃÄ.

ÝÏÔÀ áÍÉÓ ßÉÍ ÀÂÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÀáÀËÉ ÊËÀÓÉ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀ

[49], ÌÀÂÒÀÌ ÚÅÄËÀ ÉÓÉÍÉ ÓÖÐÄÒÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÖÛÅÄÁÄÍ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ.

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÃÀÒÜÄÍÉËÉ ÍÀßÉËÉ ÄÈÌÏÁÀ ÆÏÂÀÃÉ ×ÏÒÌÉÈ ÉÌÉÓ ÃÄÌÏÍÓÔÒÉÒÄÁÀÓ, ÈÖ

ÒÏÂÏÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÍÀßÉËÏÁÒÉÅÉ ÀÍ

ÌÈÄËÉ ÓÐÄØÔÒÉÓ ÐÏÅÍÀ, ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÀÙÌßÄÒ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÛÉ

ÀÃÂÉËÉ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÂÀÂÄÁÉÈ. ÀÌÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ

Ä. ß. ÝÅËÀÃÈÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÍÝÀËÄÁÀ [36] ÃÀ ÌÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ

ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÛÉ H(1) ÃÀ H(2) ÝÅËÀÃÄÁÉ ÀÒ ÉÚÏ×À, ÌÀÂÒÀÌ ÉÚÏ×À

ÓÖÐÄÒÌÖáÔÛÉ. ÆÏÂÀÃÉ ÓØÄÌÀ ÀÓÄÈÉÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ÅÉÝÉÈ q+ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË

ÌÏÃÄÁÉ,

q+Ωn(x⃗) = 0; n = 0, 1, ..., N ; q+
−→
Ω(x⃗) = 0. (204)

ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ (97) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÈÅÉÓÄÁÀ:

Ωn ÍÖË ÌÏÃÄÁÉÓ ÓÉÅÒÝÄ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ,

H(2)−→Ω(x⃗) = Ĉ
−→
Ω(x⃗), (205)

ÓÀÃÀÝ Ĉ ÌÖÃÌÉÅÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍÉ ÌÀÔÒÉÝÀÀ. ÈÖ ÄÓ ÌÀÔÒÉÝÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ,

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÓÉ ÃÉÀÂÏÍÀËÉÆÀÝÉÀ

B̂Ĉ = Λ̂B̂; Λ̂ = diag(λ0, λ1, ..., λN), (206)

ÌÀÛÉÍ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÓÀÊÖÈÀÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÀËÂÄÁÒÖËÀÃ

H(2)(B̂
−→
Ω(x⃗)) = Λ̂(B̂

−→
Ω(x⃗)). (207)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÒÀÌÏÃÄÍÉÌÄ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÄ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÔÀËÙÖÒÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÒÏÌ ÅÉÐÏÅÏÈ, ÖÍÃÀ ÛÄÂÅÄÞËÏÓ ÏÒÉ ÍÀÁÉãÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ:

(1) Ωn(x⃗) ÍÖË ÌÏÃÄÁÉÓ ÐÏÅÍÀ;
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(2) ÉÓÄÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ B̂ ÌÀÔÒÉÝÉÓ ÐÏÅÍÀ, ÒÏÌ B̂Ĉ = Λ̂B̂.

ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ ÐÉÒÅÄË ÍÀÁÉãÓ, ÍÖË ÌÏÃÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÌÓÂÀÅÓÄÁÉÓ

ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ (ÀÒÀ ÖÍÉÔÀÒÖËÉ) ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ q+-ÃÀÍ

ÂÀÅÀØÒÏÈ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ

q̃+ = e−χ(x⃗)q+eχ(x⃗) = ∂21 − ∂22 +
1

4
(F1(2x1) + F2(2x2)); (208)

χ(x⃗) = −1

4

(∫
C+(x+)dx+ +

∫
C−(x−)dx−

)
. (209)

ÒÏÂÏÒÝ ÅáÄÃÀÅÈ, q̃+-ÛÉ ÝÅËÀÃÄÁÉ ÂÀÚÏ×ÉËÉÀ ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓÀÈÅÉÓ. (208)-ÃÀÍ ÍÀÈËÀÃ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ q+ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË ÌÏÃÀ ÖÍÃÀ ÅÄÞÄÁÏÈ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

Ωn(x⃗) = eχ(x⃗)ηn(x1)ρn(x2), (210)

ÓÀÃÀÝ ηn(x1) ÃÀ ρn(x2) ÀÒÉÀÍ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏáÓÍÄÁÉ:

(−∂21 −
1

4
F1(2x1))ηn(x1) = ϵnηn(x1); (211)

(−∂22 +
1

4
F2(2x2))ρn(x2) = ϵnρn(x2). (212)

ÀØ ÌÉÆÀÍÛÄßÏÍÉËÉÀ ÂÀÅÀÊÄÈÏÈ ÓÀÌÉ ÛÄÍÉÛÅÍÀ:

1. ÌÓÂÀÅÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÏÅÀáÃÉÍÄÈ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÛÉ ÝÅËÀÃÄÁÉÓ ÂÀÚÏ×ÉÓÀÈÅÉÓ,

ÀÒ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÌÃÄ ÈÅÉÈÏÍ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÛÉ.

2. ÝÀËÊÄ ÖÍÃÀ ÉØÍÀÓ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ Ωn(x⃗) ÍÖË ÌÏÃÄÁÉÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÀ, ÅÉÍÀÉÃÀÍ

ÀÒÀÖÍÉÔÀÒÖËÉ ÌÓÂÀÅÓÉ ÂÀÒÃÀØÍÀ ÝÅËÉÓ ÍÏÒÌÀÓ.

3. ÀÒ ÂÅÀØÅÓ ÀÒÀÅÉÈÀÒÉ ÌÉÆÄÆÉ ÅÄËÏÃÏÈ ÆÖÓÔ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÀÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÅÉßÉÍÀÓßÀÒÌÄÔÚÅÄËÏÈ ÊÅÀÆÉ-ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÀ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÝÅËÀÃÈÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÍÝÀËÄÁÉÓ ÆÄÌÏÈ ÀÙßÄÒÉËÉ

ÆÏÂÀÃÉ ÓØÄÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÀÓ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÚÅÄËÀ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓÀÈÅÉÓ. ÉÌÉÓ ÃÀ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÈÖ ÒÏÌÄËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ ÉáÓÍÄÁÀ (211) ÃÀ (212)

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉËÀÐÀÒÀÊÏÈ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÍÀßÉËÏÁÒÉÅ ÀÌÏáÓÍÀÆÄ, áÏËÏ ÆÏÂÉÄÒÈ

ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÀÆÄÝ ÊÉ. ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ B̂ ÌÀÔÒÉÝÀÓ, ÌÉÓÉ ÐÏÅÍÀ

ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÐÝÉ×ÉÊÖÒÉ ÐÒÏÝÄÃÖÒÄÁÉÈ, ÒÀÝ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÀ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ

[36], [56].

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÊËÄÃ ÀÅÙßÄÒÈ Ä. ß. ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÌÏÒÓÉÓ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÓ

C+ = 4aα; C− = 4aα · coth αx−
2

;
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fi(xi) ≡
1

4
Fi(2xi) = −A

(
e−2αxi − 2e−αxi

)
; i = 1, 2 (213)

V (1),(2) = α2a(2a∓ 1) sinh−2

(
αx−
2

)
+ 4a2α2 + A

[
e−2αx1 − 2e−αx1 + e−2αx2 − 2e−αx2

]
;

ÓÀÃÀÝ A > 0, α > 0, a− ÍÀÌÃÅÉËÉÀ.

ÂÀÓÀÂÄÁÉ ÒÏÌ ÂÀáÃÄÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÃÀÓÀáÄËÄÁÀ, ÉÂÉ ÀÓÄ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ:

V (x⃗) = VMorse(x1) + VMorse(x2) + v(x1, x2),

ÓÀÃÀÝ ÐÉÒÅÄËÉ ÏÒÉ ßÄÅÒÉ ÀÒÉÓ ÓßÏÒÄÃ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÒÓÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ,

áÏËÏ ÁÏËÏ ßÄÅÒÉ ÀÊÀÅÛÉÒÄÁÓ x1, x2 ÝÅËÀÃÄÁÓ.

ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÒÄÃÉÍÂÄÒÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÌÏÒÓÉÓ VMorse(x) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÈ

ÊÀÒÂÀÃÀÀ ÝÍÏÁÉËÉ [63], ÀÌÉÔÏÌÀÝ ÍÖË ÌÏÃÄÁÉ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ [36],

Ωn(x⃗) =

(
α√
A

· ξ1ξ2
|ξ2 − ξ1|

)2a

exp(−ξ1 + ξ2
2

)(ξ1ξ2)
sn · F (−n, 2sn + 1; ξ1)F (−n, 2sn + 1; ξ2); (214)

ξi ≡
2
√
A

α
exp(−αxi); sn =

√
A

α
− n− 1

2
> 0. (215)

ÍÏÒÌÉÒÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ ÃÀ ÝÄÍÔÒÆÄ ÃÀÝÄÌÉÓ ÀÒÀÒÓÄÁÏÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ,

a ∈ (−∞, −1

4
− 1

4
√
2
); sn =

√
A

α
− n− 1

2
> −2a > 0

Ĉ ÌÀÔÒÉÝÉÓ ÝáÀÃÀÃ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÖÍÃÀ ÅÉÌÏØÌÄÃÏÈ H(2)-ÉÈ Ωn-ÆÄ. ÒÏÂÏÒÝ [36]

ÍÀÛÒÏÌÛÉÀ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ:

H(2)Ωn = −2(2aα2sn − ϵn)Ωn +
n−1∑
k=0

ankΩk = ĈΩn, (216)

ÓÀÃÀÝ ank = 0, k < n, ÒÀÝ ÉÌÀÆÄ ÌÉÖÈÉÈÄÁÓ, ÒÏÌ Ĉ ÌÀÔÒÉÝÀ ÀÙÌÏÜÍÃÀ ÓÀÌÊÖÈáÀ, ÃÀ

ÀÌÉÔÏÌ, ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ Ĉ ÌÀÔÒÉÝÉÓ ÃÉÀÂÏÍÀËÆÄ ÂÀÍËÀÂÄÁÖË

ÄËÄÌÄÍÔÄÁÓ []:

Ek = ckk = −2(2aα2sk − ϵk).

ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ ÂÀÝÉËÄÁÉÈ ÒÈÖËÉÀ. ÀÌÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀàÉÒÏÀ ÅÉÐÏÅÏÈ

Ĉ ÃÀ B̂ ÌÀÔÒÉÝÄÁÉÓ ÚÅÄËÀ ÄËÄÌÄÍÔÉ. ÄÓ ÐÒÏÝÄÃÖÒÀ ÃÀßÅÒÉËÄÁÉÈÀÀ ÀÙßÄÒÉËÉ

ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [36], [56]. ÍÖË ÌÏÃÄÁÉÃÀÍ ÀÂÄÁÖË ÔÀËÙÖÒ ×ÖÍØÝÉÄÁÆÄ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ
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ÓÀÊÖÈÀÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÃÀ ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ H(1) ÃÀ H(2)

×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÀ:

H(1)(a) = H(2)(a− 1

2
) + 4α2(a− 1

4
), (217)

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÀÂÏÈ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÃÀ ÄÍÄÒÂÉÄÁÉ ÉÓÄÅÄ, ÒÏÂÏÒÝ ÄÒÈÉ

ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ:

H(1)(a)

[
q−(a)q−(a− 1

2
)...q−(a− M − 1

2
)Ψ(a− M

2
)

]
=

=

(
E0(a−

M

2
) + R(a− M − 1

2
) + ...+ R(a)

)
×
[
q−(a)q−(a− 1

2
)...q−(a− M − 1

2
)Ψ(a− M

2
)

]
ÌÈÄËÉ M-ÈÅÉÓ. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÌÉÃÂÏÌÀ ÌÖÛÀÏÁÓ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ

ÐÉÏÛË-ÔÄËÄÒÉÓÀ ÃÀ ÓÊÀÒ×É II [57], [56], ÀÂÒÄÈÅÄ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÐÄÒÉÏÃÖËÉ [64]

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ.

ÉÂÉÅÄ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÆÄ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÝÅËÀÃÈÀ ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ

ÂÀÍÝÀËÄÁÉÓ ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÒÀÙÀÝ ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÄÒÈ-ÄÒÈ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒÛÉ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ, ÌÄÏÒÄÛÉ ÊÉ ÀÒÀ.

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ (213) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ÒÏÝÀ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ a ÙÄÁÖËÏÁÓ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ a0 = −1/2, ÌÀÛÉÍ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÏÒÉ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ

ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÒÓÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ãÀÌÓ.

ÀÌ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÃÄËÄÁÉÓ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÓÐÄØÔÒÉ ÔÏËÉÀ:

ϵn = −α2s2n; sn ≡
√
A

α
− n− 1

2
> 0; n = 0, 1, 2, . . . .

áÏËÏ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ äÉÐÄÒÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÓÀÓÖÀËÄÁÉÈ

ηn(xi) = exp(−ξi
2
)(ξi)

snF (−n, 2sn + 1; ξi); ξi ≡
2
√
A

α
exp(−αxi).

ÝÅËÀÃÄÁÉÓ ÂÀÚÏ×ÉÓ ÂÀÌÏ H(2)(x⃗) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓÀÈÅÉÓ ÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÀ

ÆÖÓÔÀÃ ÂÀÃÀßÚÃÄÁÀ. ÌÉÓÉ ÄÍÄÒÂÉÀ ÉØÍÄÁÀ

En,m = Em,n = ϵn + ϵm,
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ÒÏÌÄËÉÝ ÏÒãÄÒÀÃÀÃÀÀ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ, ÒÏÝÀ n ̸= m. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÉÙÏÈ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÀÍ ÀÍÔÉÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ,

Ψ
(2)S,A
En,m

(x⃗) = ηn(x1)ηm(x2)± ηm(x1)ηn(x2).

ÜÅÄÍÉ ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÌÈËÉÀÍÀÃ ÀÌÏÅáÓÍÀÈ ÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ ÐÒÏÁËÄÌÀ H(1)(x⃗)-

ÈÅÉÓ, ÒÏÃÄÓÀÝ a0 = −1/2. ÌÈÀÅÀÒÉ ÉÀÒÀÙÉ ÉÓÄÅ ÀÒÉÓ ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ, ÀÍÖ

H(1) ÃÀ H(2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÉÆÏÓÐÄØÔÒÀËÖÒÏÁÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÌáÏËÏÃ ÍÖË ÌÏÃÄÁÉÓÀ ÃÀ

q± ÏÐÄÒÔÏÒÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ. ÆÏÂÀÃÀÃ, ÜÅÄÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÅØÏÍÃÄÓ H(1)(x⃗)

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÛÉ ÓÀÌÉ ÔÉÐÉÓ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ:

(i). ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ Enm ÄÍÄÒÂÉÉÈ. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÀÈÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÔÀËÙÖÒÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÌÉÉÙÄÁÀ Ψ(2)-ÆÄ q+ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÈ.

(ii). ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ H(2)(x⃗)-ÛÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÉÓ H(1)(x⃗)-ÛÉ ÒÀÃÂÀÍÀÝ

ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÀÒÉÓ q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË ÌÏÃÀ.

(iii). ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ áÃÄÁÀ

ÀÒÀÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ.

ÜÅÄÍ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈ ÖÍÃÀ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÏÈ ÛÄÓÀÞËÏ ÁÌÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ ÄÓ ÓÀÌÉ

ÊËÀÓÉ.

(i). ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ H(1) ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ Enm ÄÍÄÒÂÉÉÈ

ÏÒãÄÒÀÃÀÃÀÀ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ Ψ
(1)
Enm

= q+Ψ
(2)
Enm

. ÌÀÂÒÀÌ q+ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÛÄÉÝÀÅÓ

ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÀÓ x1 = x2 ßÒ×ÄÆÄ, ÀÌÉÔÏÌÀÝ Ψ
(1)
En,m

×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÀ ÞËÉÄÒÀÀ

ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ Ψ
(2)
En,m

×ÖÍØÝÉÉÓ ÚÏ×ÀØÝÄÅÀÆÄ ξ1 = ξ2 ßÒ×ÄÆÄ. ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ ÌáÏËÏÃ

ÀÍÔÉÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ Ψ(2) ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÉÙÄÁÀ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ Ψ(1) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ,

ÒÏÌËÄÁÉÝ ÉØÍÄÁÉÀÍ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÄÁÉ. ÄÓ ×ÀØÔÉ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ [38]-ÛÉ ÒÏÂÏÒÝ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ,

ÀÓÄÅÄ ÀÒÀÐÉÒÃÀÐÒÉ-ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ R(1) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÓ ÂÆÉÈ.

ÀÒÀÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÂÆÉÈ ÓÀÒÂÄÁËÏÁÉÓÀÓ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÉÓ ×ÀØÔÉ, ÒÏÌ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ R(1) = q−q+, ÒÏÝÀ a0 = −1/2, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀßÄÒÉËÉ ÉØÍÀÓ, ÒÏÂÏÒÝ

H(1) = h1(x1)+h2(x2) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÏÒÉ h1(x1), h2(x2) ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÌÏÒÓÉÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ

R(1) =

(
h1(x1)− h2(x2)

)2

+ 2α2

(
h1(x1) + h2(x2)

)
+ α4.

ÀÌÉÔÏÌ

R(1)Ψ
(1)A
En,m

(x⃗) = rn,mΨ
A
En,m

(x⃗); rn,m = α4[(n−m)2 − 1][(sn + sm)
2 − 1],
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ÃÀ

∥Ψ(2)S
En,m

∥2 = ⟨Ψ(1)A
En,m

| q−q+ | Ψ(1)A
En,m

⟩ = rn,m∥Ψ(1)A
En,m

∥2.

ÈÖ n = m, Ψ
(1)S
En,n

×ÖÍØÝÉÀ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÌÏÓÀÆÒÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÉÂÉÅÖÒÀÃ

ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÍÀÈÄËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ Ψ
(1)S
En,n±1

ÀÓÄÅÄ ÍÖËÉÀ. ÚÅÄËÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ n,m,-

ÈÅÉÓ Ψ
(1)S
En,m

×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÏÒÌÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ÄÓ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉ ÀÒÀÀ

ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ.

(ii). H(1) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÀÓÄÈÉ ÛÄÓÀÞËÏ ÁÌÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ

q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖË ÍÖË ÌÏÃÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÌ ÏÐÄÒÀÔÏÒÛÉ ÝÅËÀÃÄÁÉÓ

ÂÀÍÝÀËÄÁÉÓ ÂÀÌÏ ÆÖÓÔÀÃÀÀ ÝÍÏÁÉËÉ. [38]-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÉÓÉÍÉ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÌáÏËÏÃ

a-Ó ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ

a ∈ (
1

4
+

1

4
√
2
, +∞),

ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ ÛÄÉÝÀÅÓ a0 = −1/2. ÀÍÖ ÀÌ ÊËÀÓÉÓ ÁÌÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉ H(1) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÓ

ÀÒ ÂÀÀÜÍÉÀ.

(iii). ÝÀËÊÄ ÖÍÃÀ ÉØÍÀÓ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÀ ÆÏÂÀÃÀÃ H(1)

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÓÀÊÖÈÀÒ ×ÖÍØÝÉÄÁÆÄ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ßÒ×ÄÆÄ x1 = x2. ÍÀÛÒÏÌÛÉ [38] ÄÓ

ÌÏØÌÄÃÄÁÀ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÉØÍÀ ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄË ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÈ, ÃÀ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ,

ÒÏÌ q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÀ H(1) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÛÄÓÀÞËÏ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖË ×ÖÍØÝÉÀÆÄ

ÀÒ ÝÅËÉÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÀÓ, ÒÀÝ ÉÌÀÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÀÒÝ ÌÄÓÀÌÄ ÊËÀÓÉÓ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ.

ÚÅÄËÀ×ÒÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ H(1) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ, ÒÏÝÀ a0 = −1/2,

ÛÄÉÝÀÅÓ ÌáÏËÏÃ Enm|n − m| > 1 ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÁÌÖË ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÓ. ÄÓ ÓÐÄØÔÒÉ

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ sn > 0, sm > 0 ÐÉÒÏÁÉÈ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ n,m <
√
A/α−

1/2.

×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÆÄÌÏÈ ÌÏÚÅÀÍÉËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÂÀÅÀ×ÀÒÈÏÅÏÈ ÌÏÒÓÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÌÈÄË ÉÄÒÀÒØÉÀÆÄ, ÒÏÌËÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ ak = −(k +

1)/2 ÓÀÃÀÝ k = 0, 1, ... ÀÌ ÉÄÒÀÒØÉÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ ÀÅÙÍÉÛÍÏÈ H(1)(x⃗; ak), H
(2)(x⃗; ak). ÚÅÄËÀ

ÄÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÆÖÓÔÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ,

H(1)(x⃗; ak−1) = H(2)(x⃗; ak); k = 1, 2, . . . . (218)
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ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÀÂÏÈ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ãÀàÅÉ (ÉÄÒÀÒØÉÀ),

H(2)(x⃗; a0)÷H(1)(x⃗; a0) = H(2)(x⃗; a1)÷H(1)(x⃗; a1) = . . .÷H(2)(x⃗; ak−1) = H(1)(x⃗; ak)÷H(1)(x⃗; ak),

(219)

ÓÀÃÀÝ ÍÉÛÀÍÉ sign ÷ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÛÄãÅÀÒÄÁÀÓ q±(ai) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÈ.

ÆÏÂÀÃÀÃ, ×ÖÍØÝÉÀ

Ψ
(1)
En,m

(x⃗; ak) = q+(ak)Ψ
(2)
En,m

(x⃗; ak) = q+(ak)q
+(ak−1) . . . q

+(a0)Ψ
(2)A
En,m

(x⃗; a0), (220)

ÈÖ ÉÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉÀ, ÀÒÉÓ H(1)(x⃗; ak)-ÉÓ ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ En,m = −α2(s2n + s2m)

ÄÍÄÒÂÉÉÈ.

ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÅÀÊÏÍÔÒÏËÏÈ Ψ ×ÖÍØÝÉÉÓÀ q+ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË ÌÏÃÄÁÉÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÀ.

ÄÓ ÊÏÍÔÒÏËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÀËÂÄÁÒÖËÀÃ ÉÌ ÉÂÉÅÄÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (218) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÃÀ ÒÏÌËÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃÀÝ

R(2)(ak)−R(1)(ak−1)

ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ H(1)(x⃗; ak)-Ó ÐÒÏÐÏÒÝÉÖËÉ. ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÂÀÌÏÈÅËÄÁÉ ÂÅÀÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ

q−(ak)q
+(ak) = q+(ak−1)q

−(ak−1) + α2(2k + 1)

[
2H(1)(x⃗; ak−1) + α2(2k2 + 2k + 1)

]
. (221)

ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÉÞËÄÅÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÏÒÌÀ. ÛÄÃÄÂÄÁÉ

ÀÓÄÈÉÀ: H(1)(x⃗; ak) äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÓÐÄØÔÒÉ ÀÒÀÀ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ, ÉÓÉÍÉ ÛÄÉÝÀÅÄÍ ÁÌÖË

ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÓ En,m, |n−m| > k + 2.

ÃÀÌÀÔÄÁÀ

[40] ÌÏÚÅÀÍÉËÉ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÀÌÏÅáÓÍÀÈ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ (137):

L(A− − A+)(A− − A+)[M
′′
+(A+)−M ′′

−(A−)] + 2L′′(A− − A+)(A− − A+)[M+(A+)−M−(A−)]−

−3L′(A− − A+)[M
′
+(A+) +M ′

−(A−)] = 0. (222)

ÐÉÒÅÄË ÚÏÅËÉÓÀ ÂÀÍÅÌÀÒÔÏÈ ÀáÀËÉ ÝÅËÀÃÄÁÉ τ = (A− − A+)/2, ρ = −(A− + A+)/2 ÃÀ

ÀáÀËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ M±(A±), η(τ):

M−(A−) =
∂

∂τ
N(τ − ρ), M+(A+) =

∂

∂τ
K(τ + ρ), L(A− − A+) = [

∂η(τ)

∂τ
]−2. (223)
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ÌÀÛÉÍ, (222) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ:

(K −N)′′′ + (3η′
−2
η′′

2 − η′
−1
η′′′)(K −N)′ − 3η′

−1
η′′(K −N)′′ = 0 (224)

(ÀØ ÃÀ ØÅÄÌÏÈ, ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌáÏËÏÃ τ ÝÅËÀÃÉÈ). ÊÉÃÄÅ ÄÒÈÉ ÀáÀËÉ ×ÖÍØÝÉÀ

M, ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÒÏÂÏÒÝ (K − N)′ ≡ Mη′, ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ (224)

ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ: M ′′η′ −Mη′′ = 0, ÀÍÖ

(M ′/η′)′ = 0.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÌÉÉÙÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ

K(τ + ρ)−N(τ − ρ) = c1(ρ)η
2(τ) + c2(ρ)η(τ) + c3(ρ), (225)

ck(ρ) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÈ. ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄ ÂÀÅÛÀËÏÈ ρ-Ó áÀÒÉÓáÄÁÀÃ,

ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÓ:

K(τ)−N(τ) = c1(0)η
2(τ) + c2(0)η(τ) + c3(0),

(d/dτ)k[K(τ)− (−1)kN(τ)] = c
(k)
1 (0)η2(η) + c

(k)
2 η(τ) + c

(k)
3 (0). (226)

ÉÓ ÛÄÉÝÀÅÓ ÓÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

K(τ)−N(τ) = c1(0)η
2(τ) + c2(0)η(τ) + c3(0), (227)

(K(τ)−N(τ))′′ = c′′1(0)η
2(τ) + c′′2(0)η(τ) + c′′3(0), (228)

(K(τ)−N(τ))(IV ) = c
(IV )
1 (0)η2(τ) + c

(IV )
2 (0)η(τ) + c

(IV )
3 (0). (229)

(227)-(228) ÃÀ (228)-(229) ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ η′2(τ) ÃÀ η′′(τ) ÌÉÌÀÒÈ:

c1(0)(η
2(τ))′′ + c2(0)η

′′(τ) = c′′1(0)η
2(τ) + c′′2(0)η(τ) + c′′3(0), (230)

c′′1(0)(η
2(τ))′′ + c′′2(0)η

′′(τ) = c
(IV )
1 (0)η2(τ) + c

(IV )
2 (0)η(τ) + c

(IV )
3 (0). (231)

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ (η2(τ))′′ = 2(η′2(τ)+η(τ)η′′(τ)) ÃÀ d ≡ c2(0)c
′′
1(0)−c′′2(0)c1(0) ̸= 0,

ÂÅÄØÍÄÁÀ:

dη′′(τ) = eη2(τ) + a1η(τ) + b1, (232)

−dη′2(τ) = eη3(τ) + a2η
2(τ) + b2η(τ) + b3, (233)

ÓÀÃÀÝ ÃÀ e, a1, b1, a2, b2, b3 ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÀÂÒÄÈÅÄ ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÉÀÍ (230)-(231) ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÛÉ

ÛÄÌÀÅÀËÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÈ.
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(233)-ÃÀÍ η′′(τ) ×ÖÍØÝÉÉÓ (232) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ ÜÀÓÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ e = 0, Ä.É.

(226) ÓÉÓÔÄÌÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ η ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

η′
2
= aη2 + 2bη + c, (234)

ÓÀÃÀÝ a, b, c - ÍÄÁÉÌÉÄÒÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÅßÄÒÏÈ ÞÅÄËÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÈ.

ÒÏÃÄÓÀÝ c2(0)c
′′
1(0)−c′′2(0)c1(0) = 0, ÀÌ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ c′′2(0)-ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÜÀÅÓÅÀÈ (230)

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ:

c1(0)(c1(0)η
2 + c2(0)η)

′′ = c′′1(0)(c1(0)η
2 + c2(0)η) + c1(0)c

′′
3(0). (235)

ÅÉÍÀÉÃÀÍ η ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÖËÉÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ, (235) ÂÅÀÞËÄÅÓ:

η2
′′
= 4d2η

2 + 2d0, (236)

ÀÍ ÌÉÓ ÄØÅÉÅÀËÄÔÖÒÉ

η′
2
= d2η

2 + d0 + d1η
−2. (237)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (225) ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÛÄÓÀÓÒÖËÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ

(234) ÀÍ (237). (225) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ÏÒãÄÒ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ τ ÃÀ

ρ ÝÅËÀÃÄÁÉÈ ÔÏËÉ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ, ÒÀÓÀÝ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ck(ρ) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ

ÂÀÍÌÓÀÆÙÅÒÄË ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÀÌÃÄ. ÒÏÃÄÓÀÝ η ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ (234) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ,

ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÓ:

c′′1(ρ) = 4ac1(ρ), c′′2(ρ)− ac2(ρ) = 6bc1(ρ), c′′3(ρ) = 2cc1(ρ) + bc2(ρ). (238)

ÒÏÝÀ η ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ (237), ÌÀÛÉÍ ÂÅÀØÅÓ:

c2(ρ) = 0, c′′1(ρ) = 4d2c1(ρ), c′′3(ρ) = 2d0c1(ρ). (239)

ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ÖÍÃÀ ÜÀÅÓÅÀÈ (225)-ÛÉ ÃÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ K ÃÀ N

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ. ÃÀ ÁÏËÏÓ, ÅÐÏÖËÏÁÈ L(A−−A+),M± ÃÀ (136) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ (138)-(144) ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ A± ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.
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ÈÀÅÉ III. ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÀÒÀÂÀÍÝÀËÄÁÀÃÝÅËÀÃÉÀÍÉ

ÓÉÓÔÄÌÀ ÄÊÅÉÃÉÓÔÀÍÝÉÖÒÉ ÓÐÄØÔÒÉÈ

ÒÏÂÏÒÝ ßÉÍÀ ÈÀÅÛÉ ÉÚÏ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ, ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÄÒÌÉÔÖË

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖË ÊÅÀÍÔÖÒ ÌÄØÀÍÉÊÀÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÄÁÉÈ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ

ÂÀÍÝÀËÄÁÀÃÝÅËÀÃÉÀÍ ÊÅÀÍÔÖÒ ÓÉÓÔÄÌÄÁÈÀÍ. ÓÉÔÖÀÝÉÀ ÍÀÊËÄÁÀÃ ÛÄÆÙÖÃÖËÉ ÃÀ

ÂÀÝÉËÄÁÉÈ Ö×ÒÏ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ - ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ

ÓÖÐÄÒÌÖáÔÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÀÊÀÅÛÉÒÏÓ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÒ

ÖÛÅÄÁÄÍ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ. ÓßÏÒÄÃ ÀÓÄÈÉ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ ÉØÍÀ ÒÄÀËÉÆÄÁÖËÉ ÏÒÉ

ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [50].

ÀÌ ÈÀÅÛÉ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÓÖÐÄÒÐÀÒÔÍÉÏÒ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÓ

ÏÓÝÉËÀÔÏÒÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÈ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÝÅËÀÃÈÀ

ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ ØÏÍÃÄÓ ÌáÏËÏÃ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,

ÌÀÂÒÀÌ ÌÀÈÉ ÓÐÄØÔÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉÀ ÃÀ ÄÊÅÉÃÉÓÔÀÍÝÉÖÒÉ. ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ

ÀÓÄÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÖÒÈÉÄÒÈØÌÄÃÄÁÉÈ ÀÌÏáÓÍÉËÉÀ ÁÏËÏÌÃÄ.

ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÒÏÌ ÄÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÌÀÓÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÝÅËÀÃÄÁÉÓ

ÌÀÒÔÉÅÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ ÆÖÓÔÀÃ ÄÌÈáÅÄÅÀ [48]-ÛÉ ÌÉÙÄÁÖË äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÓ, ÓÀÃÀÝ

ÓÖÐÄÒÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ áÏÒÝÉÄËÃÄÁÀ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,

ÌáÏËÏÃ ÉÌ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓÀÀ. ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ

ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÃÀ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÄÄÁÉÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀ. ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ,

ÒÏÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÀÒÀÃÉÀÂÏÍÀËÉÆÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÀÍÀËÉÆÖÒÃÀÀ ÀÂÄÁÖËÉ ÌÉÓÉ

ÔÀËÙÖÒÉ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ.

ÀÌ ÈÀÅÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÂÀÌÏØÅÄÚÍÄÁÖËÉÀ ÍÀÛÒÏÌÛÉ [65].

§3.1 ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ ÆÏÂÀÃ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ ÏÓÝÉËÀÔÏÒÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÌØÏÍÄ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓÀÈÅÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÓÖÐÄÒÌÖáÔÉÈ

HA+ = A+(H + 2λ), (240)
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A+ = ai(x⃗)∂i + a(x⃗), H = −∂2i + V (x⃗), i = 1, 2, 3.

ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÓÀÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀ ai(x⃗), a(x⃗) ÃÀ V (x⃗) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓÀÈÅÉÓ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ:

∂kai(x⃗) + ∂iak(x⃗) = 0; (241)

△(3)ai(x⃗) + 2∂ia(x⃗) = −2λai(x⃗); (242)

△(3)a(x⃗) + ai(x⃗)∂iV (x⃗) = −2λa(x⃗), (243)

ÓÀÃÀÝ △(3) ÀÒÉÓ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ËÀÐËÀÓÉÀÍÉ. (241)-ÃÀÍ ÀÃÅÉËÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ:

∂21ak(x⃗) = ∂22ak(x⃗) = ∂23ak(x⃗) = 0, k = 1, 2, 3 (244)

ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ (242)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ:

∂ia(x⃗) = −λai(x⃗). (245)

ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÖÒÈÉÄÒÈ ÛÄÈÀÍáÌÄÁÖËÉÀ, ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÀ:

∂iak(x⃗) = ∂kai(x⃗), i ̸= k. (246)

ÌÀÛÉÍ (241)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ai = const, ÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÀÝ (245)-ÃÀÍ ÀÃÅÉËÀÃ

ÅÉÐÏÅÉÈ, ÒÏÌ:

a(x⃗) = −λaixi, (247)

ÓÀÃÀÝ i ÌÖÍãÉ ÉÍÃÄØÓÉÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀÞËÏ ÌÖÃÌÉÅÀ ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ

ÖÂÖËÄÁÄËÚÏ×ÉËÉÀ, ÒÀÝ ÌÉÉÙßÄÅÀ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÉÓ ÓÀàÉÒÏ ÔÒÀÍÓËÀÝÉÉÈ. ÃÀÒÜÄÍÉËÉ

(243) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÓÄ ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ:

ai∂iV (x⃗) = 2λ2aixi. (248)

ÅÄÞÄÁÏÈ V (x⃗) ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ: V (x⃗) = λ2x2k + v(x⃗). ÌÀÛÉÍ (248)-ÃÀÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

ai∂iv(x⃗) = 0, (249)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ai ÓÀÌÉ ÌÖÃÌÉÅÉÃÀÍ ÏÒÉ ÌÀÉÍÝ ÖÍÃÀ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÏÃÄÓ ÍÖËÉÓÀÂÀÍ,

ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÝÅËÀÃÄÁÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÛÉ ÂÀÉÚÏ×ÏÃÍÄÍ. ÓÉÝáÀÃÉÓÀÈÅÉÓ

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ a1a2 ̸= 0 ÒÀÓÀÝ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ (249) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÆÏÂÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÌÃÄ:

v(x⃗) = u(a2x1 − a1x2, a3x1 − a1x3) (250)
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ÃÀ äÀÌÉÔÏÍÉÀÍÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

H = −∂2i + λ2x⃗2 + u(a2x1 − a1x2, a3x1 − a1x3). (251)

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ (251) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀáÀËÉ ÝÅËÀÃÄÁÉ:

y1 = a2x1 − a1x2, y2 = a3x1 − a1x3, y3 = bixi, (252)

ÓÀÃÀÝ bi ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ. ÝÅËÀÃÈÀ ÀÓÄÈÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ, ÈÖ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÉÀÊÏÁÉÀÍÉ ÀÒ ÖÃÒÉÓ ÍÖËÓ:

D = b1a
2
1 + b2a1a2 + b3a1a3 ̸= 0 (253)

ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ (251) ÀáÀË ÝÅËÀÃÄÁÛÉ y⃗:

H(y⃗) = −(a21 + a22)∂
2
y1
− (a21 + a23)∂

2
y2
− b2i ∂

2
y3
− 2a2a3∂y1∂y2 − 2(a2b1 − a1b2)∂y1∂y3 −

−2(a3b1 − a1b3)∂y2∂y3 + λ2x2k(y⃗) + u(y1, y2). (254)

ÀÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÉÚÅÀÍÏÈ ÃÀÁÀËÉ

ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÏÒÉ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ãÀÌÆÄ:

H(y⃗) = H3(y3) +H12(y1, y2) (255)

ÈÖ ÊÉ bi ÌÖÃÌÉÅÄÁÓ ÀÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÉÈ:

b2 =
a2b1
a1

, b3 =
a3b1
a1

. (256)

ÀÌ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ (253)-ÛÉ ÜÀÓÌÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ D = b1a
2
i . ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÒÏÃÄÓÀÝ ai ÍÀÌÃÅÉËÉ

ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ, D ÀÒ ÖÃÒÉÓ ÍÖËÓ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÝÅËÀÃÈÀ ÂÀÍÝÀËÄÁÀÓ. ÜÅÄÍÈÅÉÓ

ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ ÒÏÝÀ a2i = 0, ÀÍÖ ai ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓ

ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏßÌÃÄÓ, ÒÏÌ (240) ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÓÒÖËÃÄÁÀ

ÌÉÓÉ ÐÀÒÔÍÉÏÒÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÝ ÃÀ ÄÓ ÏÒÉÅÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÖËÉ ÓÀáÉÈ ÀÓÄ

ÜÀÉßÄÒÏÓ

[H,A±] = ±2λA±. (257)

ÓÀÃÀÝ

A± = ai∂i ∓ λaixi (258)
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ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ A± ÀÒ ÀÒÉÀÍ ÄÒÌÉÔÖËÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÄÁÉ.

(257)-ÃÀÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ A± ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÃÀÁÀÃÄÁÉÓ ÃÀ ÂÀØÒÏÁÉÓ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÓ 2λ ÄÍÄÒÂÉÉÈ. ÈÖÊÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÌÏÃÄËÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ

ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ (ÍÖËÏÅÀÍÉ ÄÍÄÒÂÉÉÈ), ÉÓ ÖÍÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ ÏÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

A−Ψ0 = (ai∂i + λaixi)Ψ0 = 0, (259)

HΨ0 = E0Ψ0; E0 = 0. (260)

ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ (259) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÅÄÞÄÁÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

Ψ0 ≡ exp(−λx⃗2/2)ψ0(x⃗). (261)

(259) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ ÜÀÓÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÀáÀËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ψ0 ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

ai∂iψ0(x⃗) = 0,

ÒÏÌËÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ

ψ0(x⃗) = ψ0(a2x1 − a1x2, a3x1 − a1x3).

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, Ψ0 = exp(−λx⃗2/2)ψ0(a2x1−a1x2, a3x1−a1x3). ÄÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÖÍÃÀ ÜÀÅÓÅÀÈ (260)-ÛÉ

ÃÀ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

−△(3)ψ0 + 2λxi∂iψ0 + uψ0 = −3λψ0, (262)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÖÍÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ψ0 ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÀÝ ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÀÒÔÉÅ ÀÌÏÝÀÍÀÓ. ÌÀÂÒÀÌ

ÜÅÄÍ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÌÏØÌÄÃÏÈ ÐÉÒÉØÉÈ, ÂÀÌÏÅÓÀáÏÈ u ×ÖÍØÝÉÀ ψ0-ÉÈ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÓÀÈÅÉÓ

ÜÀÅßÄÒÏÈ ψ0 ÄØÓÐÏÍÄÍÝÉÀËÖÒÉ ×ÏÒÌÉÈ

ψ0 ≡ expW (y1, y2)

ÃÀ (262)-ÃÀÍ ÅÐÏÖËÏÁÈ, ÒÏÌ:

u = (∂iW (x⃗))2 +△(3)W (x⃗)− 2λxi∂iW − 3λ. (263)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÓ

H = −△(3) + λ2x⃗2 + (∂iW (x⃗))2 +△(3)W (x⃗)− 2λxi∂iW − 3λ (264)
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ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ W ×ÖÍØÝÉÉÈ ÂÀÀÜÍÉÀ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ

ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

Ψ0 = exp(−λx⃗2/2 +W (a2x1 − a1x2, a3x1 − a1x3)), (265)

áÏËÏ En = 2λn ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ ÓÀÊÖÈÀÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ÀÉÂÄÁÀ ÃÀÁÀÃÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÈ ÃÀ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ a2i = 0 ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

Ψn = (A+)nΨ0 = (−2λ)n(aixi)
nΨ0. (266)

A± ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ (258) ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

[A+, A−] = 2λa2i = 0 (267)

ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÀÒÀ ÌÀÒÔÏ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ, ÀÒÀÌÄÃ ÚÅÄËÀ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÖËÉ

ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ØÒÄÁÀ A− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÈ:

A−Ψn = 0. (268)

(264) ÆÏÂÀÃÉ ÌÏÃÄËÉÓ ÓÒÖËÉ ÀÍÀËÉÆÉ ÞÀËÉÀÍ ÒÈÖËÉÀ. ÊÄÒÞÏÃ, ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

ÀÒÀÅÉÈÀÒÉ ÂÀÒÀÍÔÉÀ, ÒÏÌ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉ ÀÌÏÉßÖÒÄÁÀ (266) ×ÏÒÌÖËÉÈ.

ÀÌ ÌÉÆÄÆÉÓ ÂÀÌÏ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ Ö×ÒÏ ÃÄÔÀËÖÒÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ

ÌÏÃÄËÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ.

§3.2 ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ - äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÖÒÈÉÄÒÈØÌÄÃÄÁÉÈ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÀ a3 = 0, a1 = 1, a2 = −i,
áÏËÏ W ÀØÅÓ ÖÌÀÒÔÉÅÄÓÉ ×ÏÒÌÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÊÅÀÃÒÀÔÖË ÖÒÈÉÄÒÈØÌÄÃÄÁÀÌÃÄ

W (a2x1 − a1x2, x3) = g(x1 − ix2)x3 = gz̄x3,

ÓÀÃÀÝ g ÖÒÈÉÄÒÈØÌÄÃÄÁÉÓ ÌÖÃÌÉÅÀÀ, z = x1 + ix2, z̄ = x1 − ix2. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (258),

(264) ÃÀ (265)-ÃÀÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

H = −∂2i + λ2x2i + g2z̄2 − 4λgz̄x3 − 3λ, (269)

A± = 2∂z ∓ λz̄, (270)

Ψ0 = exp(−λx⃗2/2 + gz̄x3), (271)
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ÓÀÃÀÝ z ÃÀ z̄ ÝÅËÀÃÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀ ÉÞËÄÅÀ (267) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓ

ÂÀÒÀÍÔÉÀÓ, áÏËÏ ÒÏÝÀ λ > |g|, ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÀÛÉ ÄØÓÐÏÍÄÍÝÉÀËÖÒÀÃ
ÌÉÉÓßÒÀ×ÉÓ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ.

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ (269) ÆÖÓÔÀÃ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÓ ÓÔÀÔÉÉÃÀÍ

[48], ÈÖÊÉ ÀÌ ÓÔÀÔÉÉÓ (35) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ ÃÀÅÖÛÅÄÁÈ, ÒÏÌ b = 2λ, b3 = 2g i x2 → −x2.
ÀÌ ÓÔÀÔÉÉÓ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÛÉ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈÉ ÝÅËÉËÄÁÀ Q± ↔ Q∓. ÌÀÛÉÍ (269)

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

[H,Q±] = ±4λQ±, (272)

ÓÀÃÀÝ

Q− = ∂21 + ∂22 − ∂23 + Ci∂i +B,

Q+ = ∂21 + ∂22 − ∂23 − Ci∂i +B − ∂iCi,

C1 = bx1 − b3x3 = 2(λx1 − gx3),

C2 = bx2 + ib3x3 = 2(λx2 + igx3), (273)

C3 = −bx3 + b3z̄ = 2(−λx3 + gz̄),

B =
b2

4
(zz̄ − x23)−

b23
4
z̄2 +

b

2
= λ2(zz̄ − x23)− g2z̄2 + λ,

Ci∂i = 2λ(z∂z + z̄∂z̄ − x3∂3)− 4gx3∂z + 2gz̄∂3.

H äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓÀÈÅÉÓ (272) ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓ ÉÓÄÅ ÀØÅÓ ÏÓÝÉËÀÔÏÒÉÓ

ÌÓÂÀÅÓÉ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÏÁÉÓ ÓÀáÄ ÌáÏËÏÃ ÉÌ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ Q+ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ

ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖË ÃÏÍÄÄÁÓ ÝÅËÉÓ ÏÒãÄÒ ÌÄÔÉ ÓÉÃÉÃÉÈ, ÅÉÃÒÄ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ.

ÖÌÝÉÒÄÓÉ ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ Q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË ÌÏÃÀÓ,

ÒÏÌËÉÓ ÍÀáÅÀÝ ÀÃÅÉËÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÂÀÌÏÈÅËÄÁÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÛÄÌÃÄÂ

ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÀÌÃÄ:

Q− = Ψ0(∂
2
1 + ∂22 − ∂23)Ψ

−1
0 , (274)

Q+ = Q− − 2λ− 2Ci∂i, (275)

ÀÌÉÔÏÌ (271) ×ÏÒÌÖËÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀ Ψ0 ÀÍÉäÉËÉÒÃÄÁÀ

ÒÏÂÏÒÝ A−, ÀÓÄÅÄ Q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÈÀÝ. ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏßÌÃÄÓ, ÒÏÌ

Q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÓáÅÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÍÖË ÌÏÃÄÁÉ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÌÀÅÃÒÏÖËÀÃ ÉÚÏÓ H

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀÝ.
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ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (A+)2Ψ0 ÃÀ Q+Ψ0 ÀÒÉÀÍ H äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ÄÒÈÉÃÀÉÌÀÅÄ 4λ ÄÍÄÒÂÉÉÈ. ÂÀÌÏÈÅËÄÁÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ

Q+Ψ0 = −2(λΨ0 + Ci∂iΨ0) = −2λ[1 + 2λ(x23 − zz̄)]Ψ0 − 8λg2z̄2Ψ0, (276)

Ä. É. 4λ ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌÄÏÒÄ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÖË ÄÍÄÂÄÔÉÊÖË ÃÏÍÄÆÄ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀ ÏÒÉ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÈ

Ψ2 = (A+)2Ψ0 ∼ z̄2Ψ0, Ψ̃2 = [1 + 2λ(x23 − zz̄)]Ψ0. (277)

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ Q+Ψn(x⃗) ×ÏÒÌÉÓ Ö×ÒÏ ÌÀÙÀËÉ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ

ÃÏÍÉÓ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ. (266) ×ÏÒÌÖËÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÊÄÒÞÏ

ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ Ψn ∼ (z)nΨ0, ÃÀ:

Q+z̄nΨ0 = (Q+ − 2λ− 2Ci∂i)z̄
nΨ0 = −2λz̄nΨ0 − 2z̄nCi∂iΨ0 − 2Ψ0Ci∂iz̄

n =

= −2λ[2n+ 1 + 2λ(x23 − zz̄)]z̄nΨ0 − 4λg2z̄2+nΨ0. (278)

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n-ÈÅÉÓ, ×ÖÍØÝÉÀ

Ψ̃n ≡ [2n+ 1 + 2λ(x23 − zz̄)]z̄nΨ0 (279)

ÀÒÉÓ H äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ 2λn+4λ ÄÍÄÒÂÉÉÈ ÃÀ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉÀ Ψn+2

×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ. ÄÓ ÀÒÉÓ ÓÀÄÒÈÏ ÓÉÔÖÀÝÉÀ: Q+ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÀÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ

ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÉÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀÌÃÄ. ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ:

Ψkn = (Q+)k(A+)nΨ0; Ψ0n ≡ Ψn; Ekn = 2λ(n+ 2k), (280)

ÒÏÌËÉÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÉÓ ãÄÒÀÃÏÁÀÀ N = k + 1 + [n/2]. ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ

ÃÀÁÀÃÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ (280) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ ÀÒÀÅÉÈÀÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ

ÀÒÀÀ ÀØÅÓ ÓÀÁÏËÏÏ ÛÄÃÄÂÆÄ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ Q± ÃÀ A± ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÓ ÛÏÒÉÓ

ÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ:

[A+, Q−] = 4λA−, [A−, Q+] = −4λA+; (281)

[A+, Q+] = [A−, Q−] = 0. (282)

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉÅÀÒÀÖÃÏÈ, ÒÏÌ Q± ÃÀ A± ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ

ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÈ ÌÄÓÀÌÄ ÒÉÂÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÌÏÂÅÝÄÌÄÍ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀÓ ÒÏÌÄËÉÌÄ
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ÃÏÍÄÆÄ, ÅÉÍÀÉÃÀÍ ÉÓÉÍÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÏÓÝÉËÀÔÏÒÉÓ ÌÓÂÀÅÓ ×ÏÒÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖË

ÛÄãÅÀÒÄÁÉÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓ:

[H,A+Q−] = −2λA+Q−, [H,Q−A+] = −2λQ−A+; (283)

[H,A−Q+] = 2λA−Q+, [H,Q+A−] = 2λQ+A−; (284)

[H,A+Q+] = 6λA+Q+, [H,A−Q−] = −6λA−Q−. (285)

ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓÀ, ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀÒÀ ÀØÅÓ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ

A+Q−Ψn = A+Ψ0(∂
2
1 + ∂22 − ∂23)z̄

n = 0, (286)

Q−A+Ψn = (A+Q− − 4λA−)Ψn = 0, (287)

A−Q+Ψn = A−(Q− − 2λ− 2Ci∂i)Ψn =

= −2A−Ci∂iΨn = −2(Ci∂iA
− + 2λA+)Ψn = −4λA+Ψn, (288)

Q+A−Ψn = 0, (289)

ÒÀÝ ÉÌÀÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÌÄÓÀÌÄ ÒÉÂÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÀ ÀáÀËÓ ÀÒÀ×ÄÒÓ ÀÒ ÉÞËÄÅÀ.

§3.3 ÓÉÌÄÔÒÉÄÁÉ

ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÄÄÁÉÓ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÙßÄÒÉËÉ ÉÚÏ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ

ÌÉÖÈÉÈÄÁÓ ÉÌÀÆÄ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÄÁÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, (257)

ÃÀ (272) ÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÓ ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÈÀÍ,

ÒÏÌËÄÁÉÝ ÊÏÌÖÔÉÒÄÁÄÍ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÈÀÍ (ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ ÝáÀÃÉ ÂÀáÃÄÁÀ ØÅÄÌÏÈ):

R0 = A+A− = A−A+; R̃1 =
1

2
[Q+, Q−]; R̃2 = Q+Q−. (290)

ÈÉÈÏÄÖËÉ ÄÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÛÄÉÝÀÅÓ ÃÀÁÀÃÄÁÉÓÀ ÃÀ ÂÀØÒÏÁÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÓ,

ÀÌÉÔÏÌÀÝ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÌÀÈÉ ÌÏØÌÄÃÄÁÀ ÀÒ ÛÄÝÅËÉÓ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖË ÃÏÍÄÓ. (290)-

ÃÀÍ ÐÉÒÅÄËÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÈ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ, áÏËÏ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ÏÒÉ ÌÄÏÈáÄ ÒÉÂÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ. ÌÀÂÒÀÌ R̃1 ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ

ÒÉÂÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÉÚÅÀÍÏÈ ÏÒÀÌÃÄ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ

ÂÅÄØÍÄÁÀ:

R̃1 = [∂21 + ∂22 − ∂23 , Ci]∂i − Ci∂iB = 2[b∂2i − 2ib3∂2∂3 + 2b3∂1∂3]− Ci∂iB. (291)
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(273) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ

Ci∂iB = 4λ(x⃗2 − g2z̄2 − 2λgz̄x3),

ÒÏÌËÉÓ ÜÀÓÌÉÈÀÝ (291)-ÛÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ

R̃1 = −4λH + 16g∂z∂3 + 8gλz̄(gz̄ − λx3)− 12λ2. (292)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, R̃1-ÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ Ö×ÒÏ ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÀÃ ÀÅÉÙÏÈ

ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ

R1 = 2∂z∂3 + λz̄(gz̄ − λx3). (293)

ÀÓÄÅÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅÝÅÀËÏÈ ÌÄÏÈáÄ ÒÉÂÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ R̃2 ÌÄÓÀÌÄ ÒÉÂÉÓ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÐÒÏÐÏÒÝÉÖËÉÀ ÊÏÌÖÔÀÔÏÒÉÓ R2 ∼ [R0, R̃2]. (275), (281) ÃÀ

(282) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

R2 ∼ [A+A−, Q+]Q− +Q+[A+A−, Q−] = A+[A−, Q+]Q− +Q+A−[A+, Q−] =

= 4λQ+(A−)2 − 4λ(A+)2Q− = 4λQ+(A−)2 − 4λ((A−)2 − 8λz̄∂z)Q
− =

= 4λ[Q+ −Q−](A−)2 + 32λ2z̄∂z ·Q− = 32λ2z̄∂z ·Q− − 8λ(λ+ Ci∂i)(A
−)2, (294)

ÀÍÖ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÌÄÓÀÌÄ ÒÉÂÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÀÌÃÄ:

R2 = 4λz̄∂z ·Q− − (λ+ Ci∂i)(A
−)2. (295)

ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ R0, R1 ÃÀ R2 ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÛÏÒÉÓ

ÊÏÌÖÔÀÔÏÒÄÁÉ. R0 ÃÀ R1 ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ÉÓÉÍÉ

ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ ÊÏÌÖÔÉÒÄÁÄÍ. [R2, R0] ÊÏÌÖÔÀÔÏÒÉÓ ÂÀÌÏÓÀÈÅËÄËÀÃ, ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ

(281), (282) ÃÀ

[A−, Ci∂i] = 2λA+, [A+, Ci∂i] = 2λA−

×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÏÈ ÃÀÌáÌÀÒÄ ÔÏËÏÁÄÁÉ

[R2, A
+] = 4λ

(
z̄∂z[Q

−, A+] + [z̄∂z, A
+]Q−

)
− [Ci∂i, A

+](A−)2 =

= 2λ(−8z̄∂z + (A−)2)A−. (296)

[R2, A
−] = 4λ

(
z̄∂z[Q

−, A−] + [z̄∂z, A
−]Q−

)
− [Ci∂i, A

−](A−)2 = 2λA+(A−)2. (297)
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ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ

[R2, R0] = [R2, A
+]A− + A+[R2, A

−] = 2λ

(
[−8λz̄∂z + (A−)2](A−)2 + (A+A−)2

)
= 4λR2

0. (298)

ÄáËÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÊÏÌÖÔÀÔÏÒÉ [R2, R1]. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ [R1, z̄∂z] = [R1, A
±] = 0. ÌÀÛÉÍ

ÂÅÄØÍÄÁÀ:

[R2, R1] = 4λz̄∂z[Q
−, R1]− [Ci∂i, R1](A

−)2. (299)

ÀÃÅÉËÉ ÓÀÜÅÄÍÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ:

[Ci∂i, R1] = 2g(4∂2z + λ2z̄2), (300)

[Q∓, R1] = ±2g(A∓)2. (301)

ÀÌ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ (299)-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ [R2, R1] = −2gR2
0. ÜÀÅßÄÒÏÈ ÚÅÄËÀ

ÄÓ ÊÏÌÖÔÀÔÏÒÉ ÄÒÈÀÃ:

[R0, R1] = 0; [R2, R0] = 4λR2
0; [R2, R1] = −2gR2

0. (302)

Ö×ÒÏ ÒÈÖËÉ ÀÍÖ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉÈ ÌÀÙÀËÉ ÒÉÂÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÛÄÉÝÀÅÄÍ A±

ÃÀ Q± ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÉÓÄÈ ÍÀÌÒÀÅËÓ, ÒÏÌ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÄÍÄÒÂÉÀ ÀÒ ÛÄÉÝÅÀËÏÓ:

R3 = Q+(A−)2; R4 = Q−(A+)2. (303)

A±, Q± ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÓÀ ÃÀ ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ ÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ

R3 −R4 = 2R2 + 8λR0, (304)

ÀÓÄ ÒÏÌ ÌáÏËÏÃ ÄÒÈÉ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, R3 ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÉÙÏÈ ÒÏÂÏÒÝ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ.

ÌÉÓÉ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ ÊÏÌÖÔÀÔÏÒÄÁÉ R0, R1, R2 ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÈÀÍ ÀÒ ÉÞËÄÅÀ

Ö×ÒÏ ÃÀÁÀËÉ ÒÉÂÉÓ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ. ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÂÀÌÏÈÅËÄÁÉÈ

ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ Ö×ÒÏ ÌÀÙÀËÉ ÒÉÂÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ, ÒÏÂÏÒÄÁÉÝÀÀ ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,

(A+)2n(Q−)n, (A−)2n(Q+)n, ÀÂÒÄÈÅÄ ÌÓÂÀÅÓÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÉÂÄÁÀ A ÃÀ Q

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈ ÂÀÍËÀÂÄÁÉÈ, ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÆÄÌÏÈ ÂÀÍáÉËÖËÉ

ÏÈáÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÄÁÆÄ.

ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÄÒÌÉÔÖËÉ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÉÓ ÊÏÍÔÄØÓÔÛÉ, ÀÓÄÈ ÓÉÔÖÀÝÉÄÁÓ

ÄßÏÃÄÁÀ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÀÃ ÓÖÐÄÒÉÍÔÄÂÄÒÄÁÀÃÉ [49]. ÓÉÍÀÌÃÅÉËÄÛÉ, ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
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ÓÉÓÔÄÌÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ ÊÏÌÖÔÉÒÄÁÀÃÉ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ R0, R1

(ÓÒÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÀ), ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÊÉÃÄÅ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ R2, R3,

ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÒ ÊÏÌÖÔÉÒÄÁÄÍ ÌÀÈÈÀÍ. ÁÏËÏ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÊÏÌÖÔÀÔÏÒÉ R0, R1

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÐÏËÉÍÏÌÈÀÍ ÀÒÀÀ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒÀÃ R0-ÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ ÃÀ ÀÒ

ÉÞËÄÅÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÓÉÌÄÔÒÉÄÁÓ.

ÞÀËÉÀÍ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉÀ ÃÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÈØÅÀÓ, ÓÀÓßÀÅËÉÝÀÀ ÄÍÄÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÄÄÁÉÓ

ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÀÓÀ ÃÀ ÓÉÌÄÔÒÉÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÊÀÅÛÉÒÉÓ ÈÅÀËÓÀÜÉÍÏÃ ÃÀÍÀáÅÀ. ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌ

ÅÉÐÏÅÏÈ ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ Ψkn ÔÀËÙÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÆÄ ÌÏØÌÄÃÄÁÀ, ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ

ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ. (281), (282), (301) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ

ÀÃÅÉËÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ

[R0, (Q
+)k] = −4λk(A+)2(Q+)k−1, (305)

[R1, (Q
+)k] = 2gk(A+)2(Q+)k−1. (306)

ÈÖ ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ [R0, A
+] = [R1, A

+] = 0 ÃÀ R0Ψ0 = R1Ψ0 = 0,

ÂÅÄØÍÄÁÀ:

R0Ψkn = (A+)nR0(Q
+)kΨ0 = (A+)n([R0, (Q

+)k] + (Q+)kR0)Ψ0 =

= (A+)n[R0, (Q
+)k]Ψ0 = −4λk(Q+)k−1(A+)n+2Ψ0 = −4λkΨ(k−1)(n+2). (307)

R1Ψkn = (A+)nR1(Q
+)kΨ0 = (A+)n([R1, (Q

+)k] + (Q+)kR1)Ψ0 =

= (A+)n[R1, (Q
+)k]Ψ0 = 2gk(Q+)k−1(A+)n+2Ψ0 = 2gkΨ(k−1)(n+2). (308)

ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ R2 = [R0, Q
+Q−]/8λ. ÌÀÛÉÍ:

R2Ψkn =
1

8λ

(
R0Q

+Q−(Q+)k(A+)n + 4λkQ+Q−(Q+)k−1(A+)n+2

)
Ψ0 (309)

ÀÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ÓÀÁÏËÏÏ ÓÀáÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ Q+Q−(Q+)m:

Q+Q−(Q+)m = Q+(Q−Q+)(Q+)m−1 = (Q+)2Q−(Q+)m−1 + 8Q+(λH̃ − 2gR1)(Q
+)m−1 =

= (Q+)3Q−(Q+)m−2 + 8(Q+)2(λH̃ − 2gR1)(Q
+)m−2 + 8Q+(λH̃ − 2gR1)(Q

+)m−1 =

= (Q+)4Q−(Q+)m−3 + 8(Q+)3(λH̃ − 2gR1)(Q
+)m−3 + 8(Q+)2(λH̃ − 2gR1)(Q

+)m−2 +

+8Q+(λH̃ − 2gR1)(Q
+)m−1 = ... = (Q+)m+1Q− + 8

m−1∑
p=0

(Q+)m−p(λH̃ − 2gR1)(Q
+)p, (310)

ÓÀÃÀÝ H̃ ≡ H + 3λ ÃÀ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÐÒÏÝÄÓÛÉ Q+ ÃÀ Q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÀÃÂÉËÄÁÉÓ

ÛÄÝÅËÉÓÀÓ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

[Q+, Q−] = −8(λH̃ − 2gR1), (311)

66



ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ R̃1 ÃÀ R1 ÓÉÌÄÔÒÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÄÁÉÃÀÍ.

ÂÀÒÃÀÅØÌÍÀÈ (310)-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ãÀÌÉ (306) ×ÏÒÌÖËÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀ ÉÌÉÓ

ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ:

[H̃, (Q+)k] = 4kλ(Q+)k. (312)

ÂÅÄØÍÄÁÀ:

m−1∑
p=0

(Q+)m−p(λH̃ − 2gR1)(Q
+)p = λ

m−1∑
p=0

(Q+)m−p

(
(Q+)pH̃ + 4pλ(Q+)p

)
−

−2g
m−1∑
p=0

(Q+)m−p

(
(Q+)pR1 + 2gp(A+)2(Q+)p−1

)
=

= λm(Q+)m
(
H̃ + 2λ(m− 1)

)
− 2gm

(
(Q+)mR1 + g(m− 1)(A+)2(Q+)m−1

)
. (313)

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÂÀÅÉáÓÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ Q−Ψ0 = 0, ÌÀÛÉÍ (309)-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

R2Ψkn = 8g2k(k − 1)Ψ(k−2)(n+4) − 4λ2k(4k − 1)Ψ(k−1)(n+2). (314)

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ R3 ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÈÅÉÓÀÝ:

R3Ψkn = 16λ2k(k − 1)Ψ(k−1)(n+2). (315)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ (307), (308), (314) ÃÀ (315) ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÉÀÍ Ekn =

2λ(n+ 2k) ÄÍÄÒÂÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÄÒÈÉÃÀÉÌÀÅÄ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖË ÃÏÍÄÓ.

§3.4 ÍÏÒÌÀ, ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ, ÃÀ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÀÒÀÃÉÀÂÏÍÀËÉÆÄÁÀÃÏÁÀ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ (280) ÀÒÀÄÒÌÉÔÖËÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÉÂÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ×ÓÄÅÃÏ-

ÄÒÌÉÔÖËÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ

ηHη−1 = H† (316)

ÓÀÃÀÝ η ÛÄØÝÄÅÀÃÉ ÄÒÌÉÔÖËÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ. ÌÏÝÄÌÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ η ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÀÅÉÒÜÉÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ËÖßÏÁÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÌÄÏÒÄ ÙÄÒÞÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÀÍÖ η = P2 : x2 → −x2.
ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ×ÓÄÅÃÏ-ÄÒÌÉÔÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÈÄÏÒÉÀ ÛÄÉØÌÍÀ ÁÏËÏ

ÀÈÉ ßËÉÓ ÂÀÍÌÀÅËÏÁÀÛÉ [66]-[71], ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ×ÓÄÅÃÏ-ÄÒÌÉÔÖËÉ ÌÏÃÄËÄÁÉ ÊÉ
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ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÉØÍÀ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [50], ÒÏÌËÄÁÛÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÍÀáÅÀ.

ÊÄÒÞÏÃ, ÀÂÄÁÖËÉÀ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÊÀ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀ ÃÀÖÒÙÅÄÅÄËÉ ηT = P2T ÓÉÌÄÔÒÉÉÈ-

P2TΨn(x⃗) = Ψn(x⃗) ÃÀ ÀáÀËÉ ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÈ (η - ÍÀÌÒÀÅËÉÈ), ÒÏÌÄËÓÀÝ

ÌÏÝÄÌÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀØÅÓ ÓÀáÄ:

< Ψ|η|Φ >=≪ ΨΦ ≫=

∫
ΨΦ, (317)

ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ
∫
Ψ∗Φ ÍÀÝÅËÀÃ.

(317) ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÉÓ ÍÏÒÌÀ ÀÒÉÓ∫
Ψ2

0d
3x =

∫
exp(−λx2i + 2gz̄x3)d

3x =
1

2

∫
exp(−λzz̄)dzdz̄

∫
exp(−λx23 + 2gz̄x3)dx3 =

=
1

2

√
π

λ

∫
exp(−λzz̄ + g2z̄2

λ
)dzdz̄ =

√
(π/λ)3. (318)

(266) ×ÏÒÌÖËÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÖËÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ ÍÏÒÌÀÝ ÀÃÅÉËÀÃ

ÉÈÅËÄÁÀ:

≪ Ψn|Ψn ≫=≪ (A+)nΨ0|(A+)nΨ0 ≫= (−1)n ≪ Ψ0|Rn
0Ψ0 ≫= (−1)n ≪ Ψ0|Ψ0 ≫ δn0. (319)

ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÒÏÌ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÆÏÂÀÃÀÃ ÚÅÄËÀ ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ (280) ÍÏÒÌÉÓ

ÂÀÌÏÈÅËÀ. ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ ÀÌÉÓÀÈÅÉÓ ÄÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÓÄ:

Ψkn = (Q+)kΨn, (320)

ÂÀÅÉáÓÄÍÏÈ, ÒÏÌ R1Ψn = Q−Ψn = 0. ÌÀÛÉÍ (310)-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

Q+Q−(Q+)kΨn = 8
k−1∑
p=0

(Q+)k−p(λH̃ − 2gR1)(Q
+)pΨn, (321)

ÀÍÖ

Q+Q−Ψkn = 8
k−1∑
p=0

(Q+)k−p(λẼpn(Q
+)pΨn − 4g2p(Q+)p−1Ψn+2) = (322)

= 8
k−1∑
p=0

(λẼpn(Q
+)kΨn − 4g2p(Q+)k−1Ψn+2) = (323)

= 8λΨkn

k−1∑
p=0

Ẽpn − 32g2Ψ(k−1)(n+2)

k−1∑
p=0

p = A(k−1)nΨkn − 16g2k(k − 1)Ψ(k−1)(n+2), (324)

A(k−1)n ≡ 8λ
k−1∑
p=0

Ẽpn = 8λ2
k−1∑
p=0

(2n+ 3 + 4p) = 8λ2k(2n+ 5). (325)
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(324) ÃÀ (311) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ:

Q−Q+Ψkn = AknΨkn − 16g2k(k + 1)Ψ(k−1)(n+2). (326)

ÀØÄÃÀÍ, Q+Ψkn = (Q+)k+1Ψn = Ψ(k+1)n ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ:

Q−Ψkn = A(k−1)nΨ(k−1)n − 16g2k(k − 1)Ψ(k−2)(n+2). (327)

ÀÌ ÔÏËÏÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄÆÄ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ Q− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÈ k− 1-ãÄÒ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ

ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

(Q−)kΨkn =
k−1∏
i=0

AinΨn. (328)

Ä.É. ≪ Ψkn′|Ψkn ≫ ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

≪ Ψkn′|Ψkn ≫=≪ (Q+)kΨn′|Ψkn ≫=≪ Ψn′ , (Q−)kΨkn ≫=≪ Ψn′|Ψn ≫
k−1∏
i=0

Ain ∼ δnn′δn0.

(329)

(328)-ÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ (Q−)k
′
Ψkn = 0, ÈÖÊÉ k′ > k. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ,

ÒÏÌ ≪ Ψk′n′|Ψkn ≫= 0 ÒÏÝÀ k′ ̸= k. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÓÀÁÏËÏÏÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ

ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÖËÉ ×ÏÒÌÉÈ:

≪ Ψk′n′|Ψkn ≫∼ δkk′δnn′δn0. (330)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÂÀÍáÉËÖËÉ ÌÏÃÄËÉÓ ÚÅÄËÀ ÔÀËÙÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÓ Ψkn, ÂÀÒÃÀ Ψk0-ÉÓÀ ÀØÅÈ

ÍÖËÏÅÀÍÉ ÍÏÒÌÀ ÃÀ ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ. ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ

ÈÅÉÈÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÏÁÀ ÀÒÉÓ ÍÉÛÀÍÉ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ ÓÀØÌÄ ÂÅÀØÅÓ ÀÒÀÃÉÀÂÏÍÀËÉÆÄÁÀÃ

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÄÁÈÀÍ. ÄÓ ÓÉÔÖÀÝÉÀ ÝÏÔÀ áÍÉÓ ßÉÍ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÉØÍÀ ÄÒÈÉ [51], [52] ÃÀ ÏÒÉ

[50] ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÊÅÀÍÔÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÓÀÃÀÝ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÓÀàÉÒÏ ÔÄØÍÉÊÖÒÉ

ÃÄÔÀËÄÁÉÓ ÍÀáÅÀ. ÀÒÀÃÉÀÂÏÍÀËÖÒÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË ÔÀËÙÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÓ Ψkn, n > 0

ÍÖËÏÅÀÍÉ ÍÏÒÌÉÈ ÈÀÍ ÖÍÃÀ ÀáËÃÄÓ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ,

ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÏÍÀßÉËÄÏÁÄÍ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÂÀÛËÀÛÉ.

§3.5 ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [50], [51], [52] ÃÄÔÀËÖÒÀÃÀÀ ÀÙßÄÒÉËÉ ÀÒÀÄÒÌÉÔÖËÉ

ÀÒÀÃÉÀÂÏÍÀËÉÆÄÁÀÃÉ äÀÌÉËÔÉÍÉÀÍÄÁÉÓ ÓÔÒÖØÔÖÒÀ, ÁÉÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÉ ÁÀÆÉÓÉ,
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ÔÀËÙÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀ ÃÀ ÌÀÈÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ

ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ, ÃÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÂÀÛËÀ.

ÌÀÈÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÚÅÄËÀÆÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ

ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÛÄÓÀÓÒÖËÄÁËÀÃ.

ÀÓÄÈÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÚÏÅÄË ÍÖËÏÅÀÍÉ ÍÏÒÌÉÓ ÌØÏÍÄ ÈÅÉÈÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒ ÔÀËÙÖÒ

×ÖÍØÝÉÀÓ Ψkn(x⃗) (ØÅÄÌÏÈ ÌÀÈ ÀÅÙÍÉÛÍÀÅÈ Ψkn,0(x⃗)-ÉÈ) ÈÀÍ ÖÍÃÀ ÀáËÃÄÓ pkn − 1

ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀ Ψkn,m(x⃗),m = 1, 2, ..., pkn− 1, ÓÀÃÀÝ pkn-Ó ÄßÏÃÄÁÀ

ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÖãÒÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ. ÄÓ ÓÉÔÖÀÝÉÀ ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÀÓáÅÀÅÏÈ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ

ÃÏÍÄÄÁÉÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÉÓÀÂÀÍ. ÀáÀËÉ ÀÙÍÉÛÅÍÀ ÔÀËÙÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÛÉ

ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÃÄØÓÉÓ ÛÄÌÏÔÀÍÉÈ Ψkn(x⃗) ≡ Ψkn,0(x⃗) ÌÏáÄÒáÄÁÖËÉÀ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÉÓ

ÈÀÍÀáÌÀÃ ÄÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÖÍÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÍÄÍ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ:

(H − Ekn)Ψkn,m = Ψkn,m−1, m = 1, 2..., pkn − 1; (H − Ekn)Ψkn,0 = 0, (331)

ÓÀÃÀÝ ÉÂÖËÉÓáÌÄÁÀ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉÀ (317) ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ

ÌÉÌÀÒÈ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÅÂÖËÉÓáÌÏÁÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË ÈÅÉÈÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒ Ψkn,0 ÓÀÊÖÈÀÒ

×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÖÍÃÀ ÀÒÓÄÁÏÁÃÄÓ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ

Ψkn,m,m = 1, 2, ..., pkn − 1.

ÀÌ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÛÉ, ÆÏÂÀÃÉ ×ÏÒÌÀËÉÆÌÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ [51], [52], ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ

ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ:

≪ Ψkn,m|Ψk′n′,m′ ≫=

∫
Ψkn,m(x⃗)Ψk′n′,m′(x⃗)d3x = δkk′δnn′δm(pkn−m′−1); m′ = 0, 1, 2, ..., pkn − 1.

(332)

äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ H ÀÒÀÃÉÀÂÏÍÀËÖÒÉÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÉÓ ÁËÏÊ-ÃÉÀÂÏÍÀËÖÒÉ. ÚÏÅÄË

ÁËÏÊÉÓ - ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÖãÒÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀÀ pkn, ÒÏÌÄËÉÝ ÒÏÂÏÒÝ ØÅÄÌÏÈ ÅÍÀáÀÅÈ ÔÏËÉÀ

pkn = n+ 1. (333)

Ψkn,0, n ̸= 0 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÈÅÉÈÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÏÁÀ ÖÊÅÄ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ (319) ÃÀ (330)

×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ. ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÖãÒÉÓ ÀÓÀÂÄÁÀÃ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉ (331) ÃÀ (332) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ.

ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ Ψ0n,m-ÉÓ ÐÏÅÍÀ ÃÀÅÉßÚÏÈ Ψ0n,0, n ̸= 0 ÓÀÊÖÈÀÒÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. (257) ×ÏÒÌÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÓ, ÒÏÌ:

(A−)k(H − E0n) = (H − E0(n−k))(A
−)k, k = 1, 2, ... (334)
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ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÍÌÓÀÆÙÅÒÄË ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ (331)-ÛÉ k = 1-ÈÅÉÓ,

ÅÉÌÏØÌÄÃÏÈ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ A− ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÈ. ÀØÄÃÀÍ, (334)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

(H − E0(n−1))(A
−Ψ0n,1) = 0.

ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ

A−Ψ0n,1 ∼ Ψ0(n−1),0.

ÀÌ ÐÒÏÝÄÃÖÒÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÅßÄÒÏÈ ÆÏÂÀÃÀÃ (ÐÒÏÐÏÒÝÉÖËÏÁÉÓ

ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÓ ÝáÀÃÀÃ ÛÄÌÏÔÀÍÉÈ):

(A−)mΨ0n,m = 2man,mΨ0(n−m),0. (335)

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÅÄÞÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ

Ψ0n,m = exp(−λx
2
i

2
+ gz̄x3)φn,m (336)

ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, φn,m ÖÝÍÏÁÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:

∂mz φn,m = an,mcn−m,0z̄
n−m, (337)

ÒÏÌËÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ

φn,m =
an,mcn−m,0

m!
zmz̄n−m +

m−1∑
i=0

g(i)n,m(z̄, x3)z
i, (338)

ÓÀÃÀÝ g
(i)
n,m(z̄, x3) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÖÍÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ:

(H − E0n)Ψ0n,m = Ψ0n,m−1, (339)

ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ (336) ÜÀÓÌÉÓÀ ÃÀ zi ÝÅËÀÃÉÓ ßÉÍ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÍÖËÈÀÍ ÂÀÔÏËÄÁÉÈ

ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÓ g
(i)
n,m(z̄, x3) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ

−4(n−m)an,mcn−m,0

(m− 1)!
z̄n−m−1 − ∂23g

(m−1)
n,m (z̄, x3) + 2λ(m− 1)g(m−1)

n,m (z̄, x3) +

+2λz̄∂z̄g
(m−1)
n,m (z̄, x3)−

4gan,mcn−m,0

(m− 1)!
z̄n−mx3 − 2gz̄∂3g

(m−1)
n,m (z̄, x3)− 2λng(m−1)

n,m (z̄, x3) =

=
an,m−1cn−m+1,0

(m− 1)!
z̄n−m+1. (340)

4(i+ 1)

(
∂z̄g

(i+1)
n,m (z̄, x3) + gx3g

(i+1)
n,m (z̄, x3)

)
+ ∂23g

(i)
n,m(z̄, x3)− 2iλg(i)n,m(z̄, x3)−

−2λz̄∂z̄g
(i)
n,m(z̄, x3) + 2gz̄∂3g

(i)
n,m(z̄, x3) + 2λng(i)n,m(z̄, x3) + g

(i)
n,m−1(z̄, x3) = 0,

i = 0, 1, 2, ...,m− 2. (341)
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(340) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÛÄÉÝÀÅÓ ÌáÏËÏÃ g
(m−1)
n,m (z̄, x3) ×ÖÍØÝÉÀÓ. ÌÉÓÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂ

(341)-ÃÀÍ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÚÅÄËÀ g
(i)
n,m(z̄, x3). ÄÓ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÂÆÀ

ÞÀËÉÀÍ ÛÒÏÌÀÔÄÅÀÃÉÀ. ÜÅÄÍ ÛÄÅÄÝÃÄÁÉÈ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÉÈ ÂÀÌÏÅÉÝÍÏÈ

ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÃÀ ÛÄÌÃÄÂ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÄÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (331)

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ ÃÀ (332) ÐÉÒÏÁÄÁÓ.

ÀÅÀÂÏÈ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ n = 1 ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÉÓÀÈÅÉÓ. n = m = 1-ÈÅÉÓ

(340) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ

g
(0)
1,1 = −2g

λ
a1,1c0,0x3 + β̃z̄. (342)

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, (336)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ

Ψ01,1 = exp(−λx
2
i

2
+ gz̄x3)(a1,1c0,0z −

2g

λ
a1,1c0,0x3 + β̃z̄) ∼

∼ exp(−λx
2
i

2
+ gz̄x3)(z −

2g

λ
x3 + βz̄). (343)

ÌÀÒÔÉÅÉÀ ÉÌÉÓ ÜÅÄÍÄÁÀ, ÒÏÌ Ψ01,1-ÉÓ ÃÀ Ψ01,0 ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ

ÍÖËÉÓÂÀÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ β-ÈÅÉÓ:

≪ Ψ01,1|Ψ01,0 ≫=≪ Ψ01,1|A+Ψ00,0 ≫∼≪ A−Ψ01,1|Ψ00,0 ≫∼≪ Ψ00,0|Ψ00,0 ≫̸= 0 (344)

ÛÄÌÃÄÂ ÍÀÁÉãÆÄ ÖÍÃÀ ÂÀÅÀÒÊÅÉÏÈ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÈÖ ÀÒÀ ÉÓÄÈÉ β, ÒÏÌ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÐÉÒÏÁÀ:

≪ Ψ01,1|Ψ01,1 ≫= 0. (345)

ÂÅÀØÅÓ:

≪ Ψ01,1|Ψ01,1 ≫∼
∫

(z2 +
4g2

λ2
x23 + β2z̄2 − 4g

λ
x3z + 2βz̄z − 4βg

λ
x3z̄) exp(−λx2i + 2gz̄x3)d

3x =

= 2β(π3/λ5)1/2. (346)

Ä. É. β = 0 ÃÀ

Ψ01,1 ∼ exp(−λx
2
i

2
+ gz̄x3)(z −

2g

λ
x3). (347)

ÅÉÐÏÅÏÈ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ n = 2 ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÉÓÀÈÅÉÓ: Ψ02,0,Ψ02,1, ...

ÐÉÒÅÄË ÒÉÂÛÉ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ

≪ Ψ02,0|Ψ02,1 ≫∼≪ A+Ψ01,0|Ψ02,1 ≫∼≪ Ψ01,0|A−Ψ02,1 ≫∼≪ Ψ01,0|Ψ01,0 ≫= 0. (348)
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ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÓÀàÉÒÏÀ ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ ÒÉÂÉÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ Ψ02,2.

ÈÖÊÉ ÄÓ ÓÀÌÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ

(H − E02)Ψ02,1 = Ψ02,0, (349)

(H − E02)Ψ02,2 = Ψ02,1, (350)

ÃÀ ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÐÉÒÏÁÄÁÓ

≪ Ψ02,0|Ψ02,2 ≫̸= 0, ≪ Ψ02,0|Ψ02,1 ≫= 0, ≪ Ψ02,2|Ψ02,2 ≫= 0, ≪ Ψ02,1|Ψ02,1 ≫≠ 0, (351)

ÌÀÛÉÍ ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÄÍÄÒÂÄÔÉÊÖËÉ ÃÏÍÉÓÀÈÅÉÓ ÍÀÐÏÅÍÉÀ ÚÅÄËÀ ÓÀàÉÒÏ

ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (351)-ÃÀÍ ÐÉÒÅÄËÉ ÓÀÌÉ ÐÉÒÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÆÏÂÀÃÉ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÃÀÍ, ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÓ ÂÀÒÄÛÄÝ. ÌÀÒÈËÀÝ:

≪ Ψ02,0|Ψ02,2 ≫∼≪ (A+)2Ψ00,0|Ψ02,2 ≫=

=≪ Ψ00,0|(A−)2Ψ02,2 ≫∼≪ Ψ00,0|Ψ00,0 ≫̸= 0, (352)

≪ Ψ02,0|Ψ02,1 ≫∼≪ A+Ψ01,0|Ψ02,1 ≫∼≪ Ψ01,0|A−Ψ02,1 ≫∼≪ Ψ01,0|Ψ01,0 ≫= 0. (353)

ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ ÌÄÓÀÌÄ ÐÉÒÏÁÀÓ: ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ÉÂÉ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ, ÀÍÖ ≪ Ψ02,2|Ψ02,2 ≫̸= 0.

ÌÀÂÒÀÌ Ψ02,2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÖËÉ ÀÒÉÓ Ψ02,0 ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ. ÀÍÖ

ÛÄÂÅÉÞËÉÀ Ψ02,2 ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÅÝÅÀËÏÈ Ψ02,2 + αΨ02,0 ×ÖÍØÝÉÉÈ, ÓÀÃÀÝ α = const. ÄÓ

×ÖÍØÝÉÀ ÊÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅáÀÃÏÈ ÈÅÉÈÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÉ:

≪ Ψ02,2 + αΨ02,0|Ψ02,2 + αΨ02,0 ≫=≪ Ψ02,2|Ψ02,2 ≫ +2α≪ Ψ02,2,Ψ02,0 ≫ . (354)

(352)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÌÄÏÒÄ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ ÍÖËÉÓÀÂÀÍ, ÀÌÉÔÏÌ ÈÖ ÀÅÉÙÄÁÈ

α = − ≪ Ψ02,2|Ψ02,2 ≫ / ≪ Ψ02,2|Ψ02,0 ≫, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÓÀÓÖÒÅÄË ÛÄÃÄÂÓ. ÀáËÀ ÅÉÐÏÅÏÈ

ÀÌ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÝáÀÃÉ, ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ. ÜÅÄÍÓ ÌÉÄÒ ÖÊÅÄ ÍÀÐÏÅÍÉ Ψ01,1 (347)

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ (H − E01)Ψ01,1 ∼ Ψ01,0. ÈÖ ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ ÅÉÌÏØÌÄÃÄÁÈ A+

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ (H − E02)A
+Ψ01,1 ∼ Ψ02,0. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

Ψ02,1 ∼ A+Ψ01,1. (355)

ÃÀÂÅÒÜÀ ÓÀÐÏÅÍÉ Ψ02,2, ÒÏÌÄËÉÝ ÖÍÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ (H − E02)Ψ02,2 ∼
A+Ψ01,1. ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÜÀÓÌÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ, ÒÏÌ

Ψ02,2 ∼ exp(−λx
2
i

2
+ gz̄x3)(z −

2g

λ
x3)

2. (356)
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ÀÌ ÏÒÉ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÀÍÀËÉÆÉ ÉÞËÄÅÀ ÉÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÓ, ÒÏÌ Ψ0n,m ×ÖÍØÝÉÀ

ÆÏÂÀÃÀÃ ÜÀÉßÄÒÏÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

Ψ0n,m ∼ (A+)n−m exp(−λx
2
i

2
+ gz̄x3)(z −

2g

λ
x3)

m ∼ (A+)n−m∂mz̄ Ψ0,0,m = 0, 1, ..., n. (357)

ÉÓ ÒÏÌ ÄÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÍÀÌÃÅÉËÀÃ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ (331) ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ, ÀÃÅÉËÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ

ÉÍÃÖØÝÉÉÈ. ÃÀÂÅÒÜÀ ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ, ÒÏÌ (357) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÏÒÈÏÂÏÍÀËÏÁÉÓ

ÐÉÒÏÁÀÓ:

≪ Ψ0n,m|Ψ0n,m′ ≫∼ δm(n−m′). (358)

ÂÅÀØÅÓ:

≪ Ψ0n,m|Ψ0n,m′ ≫∼≪ (A+)n−m∂mz̄ Ψ00,0|(A+)n−m′
∂m

′

z̄ Ψ00,0 ≫∼

∼≪ (A−)n−m′
∂mz̄ Ψ00,0|(A+)n−m∂m

′

z̄ Ψ00,0 ≫ . (359)

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ (A−)k ·Ψ00,0 = 2kΨ00,0∂
k
z , ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

(A−)m∂kz̄Ψ00,0 ∼ (A−)mΨ00,0(z −
2g

λ
x3)

k = 2mΨ00,0∂
m
z (z − 2g

λ
x3)

k ∼

∼ Ψ00,0(z −
2g

λ
x3)

k−m, k ≥ m, (360)

(A−)m∂kz̄Ψ00,0 = 0, k < m. (361)

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

≪ Ψ0n,m|Ψ0n,m′ ≫= 0, n > m+m′, (362)

≪ Ψ0n,m|Ψ0n,m′ ≫∼
∫
exp(−λx2i + 2gz̄x3)d

3x =
√
(π/λ)3, n = m+m′ (363)

ÃÀÒÜÀ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ n < m+m′. ÀÌ ÃÒÏÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ:

≪ Ψ0n,m|Ψ0n,m′ ≫∼
∫

(z − 2g

λ
)2(m+m′)−2n exp(−λx2i + 2gz̄x3)d

3x. (364)

ÀÌ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÌÏÓÀÈÅËÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÀÌáÌÀÒÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ:∫
exp(−px23 − 2(δz − gz̄)x3 − σzz̄)d3x =

1

2

√
π

p

∫
exp

(
(δz − gz̄)2

p
− σzz̄

)
dzdz̄ =

=
1

2

√
π

p

∫
exp

(
−(σ +

2δg

p
)zz̄ − g2

p
z̄2 − δ2

p
z2
)
dzdz̄ =

√
π3

pσ2 + 4δgσ
. (365)

ÀÌ ÔÏËÏÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÉÓ p-ÈÉ n-ãÄÒ ÃÀ δ-ÈÉ m-ãÄÒ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:∫
x2n+m
3 zm exp(−px23 − 2(δz − gz̄)x3 − σzz̄)d3x =

= 2−n(2(n+m)− 1)!σ2n+mgm
√

(σ2p+ 4δσg)−2(n+m)−1. (366)
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ÜÀÅÓÅÀÈ ÀØ δ = 0, p = σ = λ, n ≡ l −m, ÂÅÄØÍÄÁÀ:∫
x2l−m
3 zm exp(−λx2i + 2gz̄x3)d

3x = 2m−lλ2l−mgm(2l − 1)!
√
λ−3(2l+1), (367)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ∫
(
2g

λ
x3)

2l−m(−z)m exp(−λx2i + 2gz̄x3)d
3x = (−1)m2l(2l − 1)!g2l

√
λ−3(2l+1) (368)

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ∫
(z − 2g

λ
x3)

2l exp(−λx2i + 2gz̄x3)d
3x = 0, l > 0. (369)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (357) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÍÀÌÃÅÉËÀÃ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (358) ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÃÀÂÅÒÜÀ ÀÅÀÂÏÈ Ψkn,0, k ̸= 0 ÓÀÊÖÈÀÒÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉ Ψkn,m. ÉÓÉÍÉ ÖÍÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÍÄÍ ÐÉÒÏÁÄÁÓ:

(H − Ekn)Ψkn,m = Ψkn,m−1, Ekn = 2λ(n+ 2k). (370)

Q± ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀ ÃÀ H äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉÓ ÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÁÓ,

ÒÏÌ

(Q+)k(H − E0n) = (H − Ekn)(Q
+)k, (371)

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÀÓÊÅÍÀÈ, ÒÏÌ Ψkn,m ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ (370)

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÏÓ ×ÖÍØÝÉÀ:

Ψkn,m = (Q+)kΨ0n,m. (372)

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÀÌ ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÀÂÏÈ ÍÀÌÃÅÉËÉ

ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÀÍÖ ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ (370) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

≪ Ψkn,m|Ψkn,m′ ≫∼ δm(n−m′). (373)

(328) ÃÀ (358)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

≪ Ψkn,m|Ψkn,0 ≫=≪ (Q+)kΨn,m|Ψkn,0 ≫=≪ Ψn,m|(Q−)kΨkn,0 ≫∼≪ Ψn,m|Ψn,0 ≫∼ δnm. (374)

Ä. É. Ψkn,0 ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÉÀ ÚÅÄËÀ Ψkn,m ̸=n ×ÖÍØÝÉÉÓÀ ÃÀ ÄÓ ÀÒ ÛÄÉÝÅËÄÁÀ, ÈÖÊÉ ÚÅÄËÀ

Ψkn,m ̸=n-Ó ÌÉÅÖÌÀÔÄÁÈ Ψkn,0-Ó.
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ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ≪ Ψkn,n|Ψkn,m ̸=0 ≫̸= 0. ÏÒÉÅÄ ÀÌ ×ÖÍØÝÉÀÓ

ÌÉÅÖÌÀÔÏÈ Ψkn,0 ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÄÓ ãÀÌÄÁÉ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÀáÀËÉ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉ Ψ̃kn,m, ÒÏÌÄËÈÀ ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÔÏËÉÀ:

≪ Ψ̃kn,n|Ψ̃kn,m ̸=0 ≫=≪ Ψkn,n+aΨkn,0|Ψkn,m ̸=0+bΨkn,0 ≫=≪ Ψkn,n|Ψkn,m ̸=0 ≫ +b≪ Ψkn,n|Ψkn,0 ≫ .

(375)

(374)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ≪ Ψkn,n|Ψkn,0 ≫̸= 0. ÀÌÉÔÏÌ, ÈÖ ÀÅÉÙÄÁÈ b = − ≪ Ψkn,n|Ψkn,m ̸=0 ≫ / ≪
Ψkn,n|Ψkn,0 ≫, ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

≪ Ψ̃kn,n|Ψ̃kn,m ̸=0 ≫= 0. (376)

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÊËÀÒÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ:

≪ Ψ̃kn,m|Ψ̃kn,n−m′ ≫=≪ Ψ̃kn,m|(H − En)
m′
Ψ̃kn,n ≫=≪ (H − En)

m′
Ψ̃kn,m|Ψ̃kn,n ≫ . (377)

ÍÀÈÄËÉÀ, ÒÏÌ (377) ÔÏËÉÀ ÍÖËÉÓ, ÒÏÝÀ m′ > m. ÒÏÃÄÓÀÝ m′ ≤ m, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ:

≪ Ψ̃kn,m|Ψ̃kn,n−m′ ≫=≪ Ψ̃kn,m−m′ |Ψ̃kn,n ≫ (378)

ÃÀ (376)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÉÂÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÈÖ m > m′, áÏËÏ (374)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ

ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÀ ÍÖËÉÓÀÂÀÍ, ÒÏÃÄÓÀÝ m = m′. ÀÌÉÈ (373) ÐÉÒÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ

ÃÀÌÈÀÅÒÄÁÖËÉÀ. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ

≪ Ψkn,m|Ψk′n′,m′ ≫= δnn′δkk′δm(n−m′), (379)

ÒÏÌËÉÈÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÉÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ, ÒÏÌ äÀÌÉËÔÏÍÉÀÍÉ ÁËÏÊ-ÃÉÀÂÏÍÀËÖÒÉÀ ÃÀ

ÌÉÓÉ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÖãÒÄÁÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀÀ pkn = n+ 1.
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